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PREFACIO 


La presento obra es la primera versión al idioma español y lo 
sirve do base la séptima edición en ruso. 

En esta versión el autor introdujo. una serie de suplementos 
y modificaciones que contribuyon a la mojor asimilación del curso. 

Todo el curso está dividido en dos tomos: el primero incluye los 
capítulos I-XII; ol segundo, XIII-XIX. 

Los dos primeros capítulos del tomo I, «Número, Variablo, 
Función» y «Límite, Continuidad de la función», están escritos on la 
forma más breve posible. Algunos problemas que habitualmente 
se analizan en relación con estas nociones, en el curso dado, зіп 
perjudicar su comprensión, se oxaminan en capítulos posteriores. 
Esto da la oportunidad de pasar, cuanto antes posible, al estudio 
de la noción principal de cálculo diferencial, la derivada, lo que 
requieren otras asignaturas de la enseñanza superior (la experiencia 
pedagógica del autor dicta esta distribución del material). 

Con el fin de facilitar a los estudiantes la obtención de los cono- 
cimientos matemáticos necesarios para el estudio de las disciplinas 
relacionadas con las máquinas calculadoras y sistemas automáticos 
(que so estudian actualmente en los centros de enseñanza técnica 
superior), en el segundo tomo están detalladamente expuestos 
los siguientes temas: «Integración numérica de las ecuaciones dife- 
renciales y de los sistemas de ecuaciones diferenciales», «Integración 
до Лов sistemas de ecuaciones diferenciales lineales», ¿Noción de la 
teoría de la estabilidad de Liapunov», «Operador de Hamilton», 
«Integral de Fourier», ete. 

En particular, se ha aumentado el número de problemas que 
so dan junto con sus soluciones; también so introdujeron varios 
problemas do olevada dificultad cuya solución requiero el conoci- 
miento más profundo sobre la materia. Los problemas y ejemplos, 
como también sus soluciones, están elegidos para cada tema de tal 
forma que contribuyan a la mejor comprensión del curso, circuns- 
tancia que además hace el libro más cómodo para aquellas per- 
sonas ¿qué quieren estudiar las matemáticas individualmente y, en 
particular, рага los estudiantes por correspondencí: d 

En conclusión, expreso -mi profundo gratitud a la Editorial 
Mir por la traducción y publicación de esta mi obra. 


N. PISKUNOV 


CAPITULO І 


NUMERO. VARIABLE. FUNCION 


$ 1. NUMEROS REALES. REPRESENTACIÓN 
DE NUMEROS REALES POR MEDIO DE PUNTOS 
EN EL EJE NUMERICO 


Uno de los conceptos funda: tales de las matemáticas os el 
número, El concepto de número surgió еп la antigüedad, amplián- 
dose y generalizándose con el tiempo. 

Los números enteros y fraccionarios, tanto positivos como nega- 
tivos, así como el número сего, se llaman números racionales. El 


número racional puedo expresarse como la razón Е de dos números 
enteros р y g. Por ejemplos 


5 5 
P ые, 


En particular, ol número entero р se puede considerar como la 
razón de dos números enteros р. , por ejemplo: 
Ë. pË 
6=т: 0=3 


Los números racionales pueden representarse por fracciones 
periódicas finitas o por indefinidas. Los números en forma de frac- 
ciones decimales indefinidas no periódicas, se denominan números 
irracionales; por ejemplo, V2, V3, 5—V2, eto. 

La reunión de los números racionales e irracionales se denomina 
conjunto de números reales. Estos se ordenan según su magnitud, 
es decir, que para cualquier par de números reales z o y existe una 
correlación, y sólo una, de las siguientes: 


т< 2=Y т>. 


Los números reales se pueden expresar por medio de puntos en 
el eje numérico. Se llama eje numérico a una recta infinita en la cual 
están determinados: 
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— un punto O que ве denomina origen; 

— una dirección positiva que se indica con una flecha; 

— una escala para medir longitudes. 

En general dispondremos ol eje numérico en posición horizontal, 
considerando positiva la dirección hacía la derecha del punto О 
(origen). < 

Si el número z, es positivo, se representa por ol punto M,. Este 
se situará a la derecha del punto O a una distancia.OM, = zy; si ol 
número z, es negativo, estará representado por el punto Mz. Esto 
estará situado a la izquierda del punto O, а una distancia OM, = —za 
(tig. 1). El punto O representa el número cero. Es evidente que cada 


0 
57725 а 


Fig. 1. 


número real está representado por un punto en el eje numérico. Dos 
números reales diferentes están геј tados en el eje por dos puntos 
distintos. Es decir, cada punto del eje numérico representa un solo 
número real, ya sea racional o irracional. 

Así pues, entre todos los números reales y puntos del eje numérico 
existo una correspondencia binnívoca: а cada número le corresponde 
un solo punto que lo representa on el eje numérico, y recíprocamente; 
а cada punto corresponde un sólo número. Entonces, «número z» 
y «punto z» son sinónimos y así los utilizaremos en este manual. 

Acoptemos, sin demostración, esta importante propiedad del 
conjunto de números reales: entre dos números reales arbitrarios siem- 
press pueden hallar números, tanto racionales como irracionales. En 

nguaje geométrico esta propiedad so enunciará así: entre dos puntos 
arbitrarios del efe numérico siempre podrán situarse puntos, tanto 
racionales como irracionales. · 

Como conclusión, enunciaremos el siguiente teorema que nos 

servirá, on algún sentido, de «puente entre la teoría y la práctica 


Teorema, Todo número irracional а se puede ezpresar con cual- 
quler grado de precisión por medio de números racionales. 

En efecto, siendo el número irracional а > 0, calculemos а con 

1 y 4 1 

un orror no mayor do | por ejemplo, de үс, тоу, eto). 

Cualquiera que sea el número a, está comprendido entre dos 
números enteros consecutivos № y N + 1. Dividamos el segmento 
comprendido entre N y N + 1 en п partes, entonces el número а 


resultará comprendido entre los números racionales N + y 


Valor absoluto del número real 9 


NH, Dado que la diferencia entre estos números es  , cada 
uno de ellos expresa a con un grado de precisión predeterminado: 
el primero por defecto, y el segundo por exceso. 


Ejemplo: El número irracional Zee oxpresa por modio do números racio 
nales; 


1,4 y 1,5: con un error no mayor dé t 


1,41, y 1,42:con error no mayor de zig: 


1,414 y 1,415: con un error no mayor de тру, cto. 


$ 2. VALOR ABSOLUTO DEL NUMERO REAL 


Introduzcamos el concepto de valor absoluto del número real. 
Este concepto es imprescindible para continuar adelanto, 
Definición. Un número real no negativo, quo satisface las condi- 


ciones: 
lz|=x, siz>0; 
lel = — si 2<0, 
e lama таре abeoluño (v salo) de uo Opec col (а notación 
ез 


Ejemplos: |2|=2; [—5/==5; 101-0. 
De la dofinición se deduco que para cualquier di z so verifica 
la corrolación z< |z |. 


Examinemos м ile aa горїейайез de los valores absolutos. 
1. El valor absoluto гебгаіса de varios números reales 


К E а Ter los sumandos: 
la+yl<izi+lyl 
Demostración. Sea z + y > 0. Entonces: 
Iz+yl=z+y <lz|+ ly] (ya que х < zl ey < ly). 
Supongamos ahora que z + y < 0. Entonces: 
la+yl=-((+9= (а) + (0 < Та ТА lvl 
como so trataba de demostrar, 
Esta demostración se puede generalizar fácilmente pora cu 
quier número de sumandos. 
Ejemplos: 
1—2+з31<1—21+131<2+3=5 6 1<5; 
|-3-5|=|—3/+[-5/=34+5=8 u 828. 


10 Número. Variable, Función 


2, El valor absoluto de la diferencia de dos números no es menor” 
que la diferencia de los valores absolutos del minuendo y sustraerdo: 


lz—-yl>lz21—lyl 
Demostración. Supongamos que z — у = z. Entonces т = y + z, 
y según lo demostrado anteriormente, se tiene: 


ШЫГЫ БАУКА 
de donde 


lzl—lyl<Iz—yl 
como se trataba de demostrar. 


3. El valor absoluto del producto es igual al producto de los valores 
absolutos de los factores. - 


Laya l=12=1 у 1121 


4. El valor absoluto del cociente es igual al cociente de dividir el 
valor absoluto del dividendo por el del divisor: 


yl 
Las dos últimas propiedades provienen directamente de la defi- 
nición de valor absoluto, 


$ 3. MAGNITUDES VARIABLES Y CONSTANTES 


Al medir magnitudes físicas: tiempo, longitud, área, volumen, 
masa, velocidad, presión, temperatura, etc., se obtienen sus valores 
numéricos. Las matemáticas tratan del estudio de las magnitudes, 
haciendo abstracción de su contenido concreto, Es por ello que, al 
hablar de magnitudes, tondremos en cuenta, en lo sucesivo, sus 
valores numéricos. Hay fenómenos en que algunas magnitudes van 
cambiando, es decir, alteran su valor numérico y otras lo mantienen 
constante, Por ejemplo, en el movimiento uniforme de un punto 
varían el tiempo y la distancia, mientras que la velocidad permanece 
constante. 

Magnitud variable, o simplemente variable, es la que puede 
adquirir distintos valores numéricos. La magnitud, cuyo valor 
numérico no se altera, se denomina constante. En adelante, las 
variables se designarán con las letras, х, y, 2, u ..., 6tc., y las . 
magnitudes constantes con las letras a, b, с eto. 


Observación. En matemáticas, la constante se considera con fro- 
cuencia сото un caso particular de una magnitud variable cuyos 
valores numéricos son todos iguales. 


Campo de vartación de la magnitud variable и 


Conviene tener еп cuenta que, en condiciones físicas concretas, 
una misma magnitud puede ser constante en un fenómeno y variable 
оп otro. Por ejemplo, la velocidad en el movimiento uniforme es una 
magnitud constante y en el movimiento uniformemente acelerado, 
una magnitud variable, 

Las magnitudes cuyo valor numérico permanece invariable en 
cualquier fenómeno se denominan constantes absolutas. Por ejemplo, 
la razón de la longitud de la circunferencia y su diámetro es una 
magnitud constante, llamada x x 3,14159. 

Má: nte veremos que el concepto de variable es fundamental 
еп el cálculo diferencial o integral. Federico Engels escribo en «Dia- 
léctica de la naturaleza»: «El punto do viraje de las matemáticas 
fue la magnitud variable de Descartes. Esto introdujo en las matomá- 
ticas el movimiento y, соп él, la dialéctica y también, por tanto, 
y necesariamente, el cálculo diferencial e integral». 


$ 4. CAMPO DE VARIACION DE LA MAGNITUD VARIABLE 


Una magnitud variable puede tomar diversos valores numéricos, 
Según el problema que se considere, el conjunto de estos valores 
puede sor también diferente. Por ejemplo, la temperatura del agua, 
al calentarla en condiciones normales, variará desde 15-18” С hasta 


Fig. 2. 


el punto de ebullición; es decir, hasta 100° С. La variable = = cos a 
puedo tomar todos los valores comprendidos entre—1 y-+4. 

Los valores de una magnitud variable se ropresentan geométrica- 
mente por medio de puntos en el eje numérico. Por ejemplo, los 
valores de la variable т = соз a son represohtados por un conjunto 
de puntos del segmento en el eje mumérico, desde —1 hasta +1, 
incluyendo estos puntos, para todos los valores de а (fig. 2). 


Definición. El conjunto de todos los valores numéricos de la 
magnitud variable se denomina campo de variación de la variablo. 

leterminemos los siguientes campos de variación de la variable 
que con frecuencia'aparecerán más adelante. 
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Recibe el nombre de intervalo el conjunto de todos los valores 
numéricos de z comprendidos entre dos números dados a y b (a < 5), 
a excepción de los extremos, es decir, a y b no entran en el conjunto 
analizado de números. La notación del intervalo es: (a, b) о, median- 
to las desigualdades, a < z < b. 

El conjunto de todos los valores numéricos de comprendidos 
entro los números dados a y b, incluidos estos, es decir, а y b que 
entran en el conjunto analizado se Пата segmento. La notación del 
segmento es: la, bl, o, mediante las desigualdades, а < = < b. 
A veces el segmento recibe el nombre de intervalo cerrado. 

En el caso de que uno do los números, a o b (a, por ejemplo), 
se una al intervalo, y el otro no, se obtiene un intervalo semicerrado, 
que puedo ser expresado por las desigualdades а < = < b y cuya 
notación esla, b). Sise une al intervalo el número b, excluyéndose a, 
se obtiene ol intervalo semicerrado (a, b], que puede expresarse 
por medio do las desigualdades 


a<rsSb, 
Si la variable z adquiero todos los valores posibles, mayores que 
a, el intervalo so representa por (a, +20) y se determina por las 
dósigualdades convencionales : 
а<2< +o. 
De osta misma manera se determinan los intervalos infinitos 
infinitos semicerrados, que son dados por las desigualdades 


aSi< +o; —00 <2 < e; —00 < I< с) —00 << +оо. 

Ejemplo: El campo de variación de la variable z == ¿os a, paro cualesquiera 
valores de a, es un segmento [—1, 1] que so determina por las desigualdades 
-<s <i. 

Las definiciones arriba citadas pueden formularse también uti- 
lizando el concepto «punto» en lugar del concepto «número». Por 
ejemplo: 

El conjunto de todos los puatos q comprendidos entra Jos púntos 
dados a y b (extremos del segmento), cuando estos pertenecen al 
conjunto considerado, se llama segmento. 


2 
= 
Fig. 3. 
El intervalo arbitrario (a, b) que contiene un punto dado zo, 


es decir, el intervalo (а, 5) cuyos extremos satisfacen la condición 
а < x <b, se denomina vecindad de este punto. Con frecuencia 
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ocurre que el intervalo (a, 3) es considerado como vecindad (a, b) 
del punto до en que зу es el centro. En este caso, el punto zo recibe 


el nombro de centro de la vecindad; la magnitud 27 so denomina 


radio de la vecindad. La fig. 3 representa la vecindad (zo — e, z + e) 
del punto zp, cuyo radio es e. 


$ 5. VARIABLE ORDENADA. 
VARIABLES CRECIENTES Y DECRECIENTES. 
VARIABLE ACOTADA 


Por convención, una variable z es ordenada, si so conoce su campo 
de variación y зе puede precisar para cada par de sus valores, cuál 
de ellos es anterior y cuál posterior. Aquí, los conceptos «anterior» 
y «posterior» no se hallan relacionados con el tiempo, sirviendo sólo 
como ol mótodo de ordenación de los valores de la variable, es decir, 
el establecimiento de un cierto orden para los valores correspon- 
dientes de esta variablo, 

La sucesión numérica дү, 23, ть 
rarse como caso particular de un: 
k' < k, el valor zx: es anterior y el valor x, posterior, sin dar impor- 
tancia cuál de estos dos valores sea mayor. к 

Definición 1. La variable ве denomina creciente, зі cada su valor 
posterior es mayor q . Por el contrario, si cada valor 
posterior es menor que èl anterior, la variable se denomina decre- 
ciente, 

Las variables crecientes y decrecientes гесїї 
monótonas. 


m el nombro de 


Definición 2. La variable т se denomina megnitud acotada, si 
existe un número constante M > 0 tal que, a partir de cierto valor, 
todos los posteriores satisfagan la condición. 

—М << М, es decir, |z| < М. 

Es decir, una variable se Пата acotada, зї зе puede indicar un- 
segmento [—M, M) tal que, а partir de cierto valor de la misma, 
todos sus valores posteriores pertenezcan al segmento indicado. 
Sin embargo, no hay que pensar que la variable tome necesariamente 
todos lds valores del segmento [—, . Por ejemplo, una variablo 
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que toma diferentes valores racionales en el segmento 1—2, 21, 
es acotada. Sin embargo, ésta no toma en este segmento valores 
irracionales. + 

$ 6. FUNCION 


Al estudiar diversos fenómenos de la naturaleza y resolver рго- 
blemas técnicos, y, por consiguiente, matemáticos, surge la necesidad 
de examinar la variación de una magnitud en dependencia de la 
variación de otra. Por ejemplo, al estudiar el movimiento, el espacio 
recorrido so considera como una variable que cambia en dependencia 
de la variación del tiempo. De este modo el espacio recorrido es 
función del tiempo. 

Veamos otro ejemplo. Es sabido que el área de un círculo se 
expresa por: Q = xR’, Si el radio R toma diversos valores numéri- 
cos, el área @ tomará también valores diferentes. Como vemos, la 
variación de una magnitud causa la variación de la otra. En el 
ejemplo citado, el área Q es función del radio А. Establezcamos el 
concepto «función». 


Definición 1. Si a cada valor de la variable z, perteneciente 
a cierto campo, le corresponde un sólo valor determinado de otra 
variable y, entonces ésta será función de т, y podemos escribir 
simbólicamente: 


y=1() у = Ф (2), eto, 

La variablo z se denomina variable independiente о argumento. 
La dopenden entre las variables z e y so lama fun- 
cional, La letra «f» q en la notación simbólica de una depen- 
dencia funcional y == f (=) significa que han de realizarse ciertas 
operaciones con el valor z para obtener el de y. En lugar de y = } (z), 
и = ф (2), etc., a veces so emplea y = y (2), u = и (2), etc., es 
decir, las letras y, и, ete., representan tanto variable dependiente, 
como símbolo del conjunto de operaciones que habrán de realizarso 
con т. 

La notación y = С, donde С es una constante, significa una 
función, cuyo valor es constanto e igual a С, cualesquiera que sean 
los valores de z. 


Definición 2. El conjunto de los valores de z para los cuales se 
determinan los valores de la función y, en virtud do la ley f (2), se 
Пата dominio de definición de la función, 
Ejemplo 1. La función y = sen z está definida рага todos los valores 
do z. Por lo tanto, su dominio de definición será el intervalo Infinito; 
+ о. 
Observación t. Si existe una dependencia funcional entre dos 
variables z e y == f (z) y si éstas se consideran como variables orde- 
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nadas, de los dos valores de la función y* = ў (2*) e y** = f (299), 
correspondientes а dos valores del argumento z* y z**, será poste- 
rior el valor de la función que corresponda al valor posterior del 
argumento. De aquí se deduce la siguiente definición. 


Definición 3. La función y = 7 (2) зе Паша creciente, cuando 
a un mayor valor del argumento z corresponde un mayor valor de la 
función. De modo análogo se define la función decreciente. 


Ejemplo 2, La función Q= nRa es creciente cuando 0 < R < + oo, 
puesto que а un valor mayor de Я le corresponde un valor mayor de Q. 


Observación 2. A veces en la definición del concepto «función» 
se admite que a cada valor de z, perteneciente a un determinado cam- 
po, lo corresponde no un sólo valor de y, sino varios valo, 
so un número infinito de valores, En este caso la función 
multiformo, a diferencia de la función definida anteriormento, y que 
lleva el nombre de función uniforme. En lo sucesivo tendremos 
en cuenta sólo las funciones uniformes. Si nos encontramos con 
una función multiforme haremos una indicación especial. 


$ 7. FORMAS DE EXPRESION DE FUNCIONES 


1. Forma tabular 


En este caso la anotación de los valores del argumento se efectúa 
en cierto ordon: #4, Za, Zn» De la misma manera se escriben los 
valores correspondientes de la función Y, Yas- + <> Yn- 


De este tipo son las tablas de las funciones trigonométricas, las 
do logaritmos, etc. 

Las tablas que señalan la dependencia funcional que existe entre 
magnitudes medidas pueden aparecer también, соо resultado del 
estudio experimental de fonómenos, Por ejemplo, en una estación 
meteorológica, midiendo en un día determinado la temperatura 
del aire, se obtiene la siguiente tabl 
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Valor de la temperatura Т (en grados) en función del tiempo ¢ (en horas) 
4 | TERE | 5 | 6 | 1 | 8 | 9 
-2 НЕЮ [3 | 35] 


Esta tabla determina 7 como función de t 


П. Forma gráfica 


Dado en el plano del sistema de coordenadas rectangulares o саг- 
tesianas un conjunto de los puntos М (т, y) tal que ningún par de 
puntos se halla sobre una recta paralola al oje Oy, podemos decir 


Y АСД 


Fig. 4. 


que el conjunto mencionado determina una función uniforme 
y = 1 (z). Las abscisns de los puntos constituyen los valores dol 
argumento y las ordenadas correspondientes, los de la función (fig. 4). 

El conjunto de puntos del plano (20у), cuyas abscisos representan 
valores de la variable independiente y las ordenadas, los valores 
correspondientes de la función, se llama gráfica de la función дайа. 


Ш, Forma analítica 


Primero oxpliquemos el concepto de «expresión ат 
Se da el nombre de ezpresión analítica a la representación simbólica 
de un conjunto de ciertas operaciones matemáticas que se realizan 
en una sucesión determinada con cifras y letras que designan mag- 
nitudes constantes y variables. Se entiende por conjunto de opera- 
ciones matemáticas no sólo las operaciones elementales (adición, 
sustracción, extracción de raíz, ote.), sino también las que iremos 
determinando a medida que avancemos en el curso, 
Ejemplos de expresión analítica son: 


2-2 ,عل‎ 2* VST Ba, ote. 
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Si la dependencia funcional y = f (=) es tal que 7 designa una 
expresión analítica, se dice que la función y de = está expresada 
analiticamente, Ejemplos de funciones expresadas analiticamente son: 
y) зуу УГ; 4 y=sn ш 
5) Q = nR?, еіс. 

Aquí, las funciones están expresadas analíticamente por medio 
dé una fórmula (se entiende por fórmula li aldad де dos expre- 
siones analíticas). En estos casos podemos hablar 
de dominio natural de definición de la función. yp x 

El dominio natural de definición de una fun- 
ción expresada analíticamente se compone del 
conjunto de valores de z para los cuales la e: 
presión analítica, o segundo miembro de la igual 


dad, adquiere un valor determinado, Así, por 

ejemplo, como dominio natural de definición 

de la función y = z —— 2 tendremos el inter- 

valo infinito —оо < z < 4-оо, ya que la función 

está definida pita todos los valores de z. La fun- y Ж 
z+ 


ción y = está definida para todos los valo- 


res de z, menos para z = 1, pues, este valor reduc 
el denominador а cero. Рага la función у = VI FF, el dominio 
natural de definición está constituido por el segmento —1 < z <1, etc, 

Observación. A veces surge la necesidad de examinar no todo 
el dominio natural de definición de la función, sino parte de él. 
Así, la dependencia del área Q de un círculo de radio R se determina 
por la función Ф = xR’, Al considerar esta fórmula geométrica 
aparece en calidad de dominio de definición el intervalo infinito 
0 < R < +o, mientras que el dominio natural de definición de la 
función dada es el intervalo infinito —co < А < +00, 

Si la función y = / (z) viene expresada analíticamente, puedo 
ropresonterso de manera gráfica еп el plano de coordenadas 20y. 
Así, por ejemplo, la gráfica de la función y = 2* es la parábola repre- 
sentada en la fígura 5. . 


Fig. 5. 


$ 8. FUNCIONES ELEMENTALES FUNDAMENTALES. 
FUNCIONES ELEMENTALES 


Las funciones elementales fundamentales expresadas analítica- 
mente son las siguientes: 

1. Función potencial: у = z&, donde а es un número real * 

*) Siendo а un número irracional, esta función se calcula, tomando toga- 
ritmos у antilogarítmos: log y = а log z, suponiendo = > 0. 


2—53 
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1l. Función exponencial: у = а^, en la que а es un número 
positivo, diferente de la unidad. 
LIL. Función logarítmica: y = log, z en la cual la base a es un 
número positivo diferente de la unidad, 
IV. Funciones trigonométricas: 
у= sen т, у = совт, y = tgz. 
Y = соц 2, y = sec т, y = совес z. 
V. Funciones trigonométricas inversas: 
у = arcsen z, y = arccos z, y = arctg z, 
y = arccotg т, y = arcsec =, у = агссоѕес г. 


Examinemos los dominios de definición y las gráficas de las 
funciones elementales fundamentales. 


Función potencial. y = 25, 


4. а es un número entero positivo. La función está definida 
en el intervalo infinito —co < z < +оо, En este caso, para ciertos 


Yo gt 
Y pa 
7 
х 
Fig. 6 


Fig 7. 


valores de а Jas gráficas de la función toman las formas que зе ехро- 
төп en las figuras б y 7. 

2, а es un número entero negativo, En este caso, la función está 
definida para todos los valores de z, excepto рага z == 0. Las gráficas 
de la función para ciertos valores de a se exponen en las figuras Ву. 

En las figuras 10, 11, 12 tenemos las gráficas de la función poten- 
cial cuyos valores de a son números racionales fraccionarios. 


Función exponencial, у = 2%, 4>0, а # 1. 
Esta función está definida para todos los valores de т. Su grá- 
fica está representada on las figuras 13 y 14. 


Función logarítmica, y = log, 2, a > 0, a #1. 


Fig. 10. 


Fig. 43. 


х 


ya 
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Esta función está definida para los valores de z > 0. Su gráfica 
se muestra en la figura 15, 


Funciones trigonométricas. En las fórmulas у = sen z, etc., la 
variable independiente z se expresa en radianes. Todas las funciones 
¡gonométricas indicadas son poriódicase 
Y Su definición general es como sigue 

Definición 1. La función y = f (2) 
se denomina periódica, si existe un nú- 
mero constante C tal que, al sumarlo 
(o restarlo) al argumento z, el valor de 
la fanción nose altore, f (z  C) = f (2). 
El valor mínimo de este número cons- 
tante se denomina período de la fun- 
ción; on lo sucesivo lo designaremos por 
21. Según la definición, la función у= 
Fig, 15. E т es periódica, cuyo período a 

2л: sen т = sen (z 4- 2л). 
período de cos z ез también Ea а 2л. Del mismo modo, el Período 

de las funciones у = tg т ө y = сор z es igual ал. 

Las funciones у = sen z e y = cos z están definidas para todos 
los valores de z. Las funciones y = tg т € y = sec z están dofinidas 


Fig. 17. 
en todos los puntos, excepto z = (2 +1) 5 ( = 0, 4, 2 


las funciones y = соц z e y = cosec z están definidas para todos 
los valores de т, excepto para z = Ел (k = 0, 4, 2.» .). 

Las gráficas de las funciones trigonométricas se muestran en 
las figuras 15-19. Más adelante examinaremos detalladamente las 
funciones trigonométricas inversas. 


Ji 
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Tutroduzcamos ahora el concepto de función de función, Si y es 
una función de u y и dependo, a su vez, de una variable т, entonces, 
y también depende de 2. 


Fig. 18. Fig. 19. 


Si y = Р (u) у u = (2), la función y de z será: 


y = Р [ (2l. 
Esta función se denomina función de función о función compuesta, 


Ejemplo 1. Sea у= sen u, u == 22, La función y = sen (г?) es una fun- 
ción compuesta de z. 

Observación. El dominio de definición de la función y = Р [p (2)) 
está constituido por todo el dominio de la función u = q (z), o bien 
por la parte do éste еп que se definen los valores de u que no salgan 
fuera del dominio de la función F (u). 
jemplo 2. El dominio de la función у = а (y = Vu u 4 — 20) 
ез ано 11,1), ya que и <O 4۳ М iy, ЕА NE la к 
“Vu no está definida para ostós valores de = (aunque función u = 1 — zì 
está dofinida para todos los valores de z). La gráfica de esta función 
onta como la mitad superior de Ка «cirenaferencia cuyo centro coin 
1 origen de cogrdenados, siendo el radio de la misma Igual a la uni 

La operación «función de función» puede efectuarso no sólo 
una voz, sino cualquier número de veces. Por ejemplo, la función 
y = In [sen (z* + 1)] se obtiene, efectuando las siguientes operacio- 
nes (es decir, determinando las siguientes funciones): 


v=4+4, u=senv, y = Inu, 
Definamos ahora el concepto de función elemental. 


Definición 2. La función que puede ser dada por la fórmula de 
la forma у = f (2), donde el segundo miembro de la igualdad está 
compuesto de funciones elementales fundamentales y constantes, 
mediante un número finito de operaciones de adición, sustracción, 
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занн, división y función de función, se Паша función 
el 

De está definición se deduce que las funciones expresadas anali- 
ticamente son funciones elementales, 

Ejemplos de las funciones elementales son: 


А 10824 02-4-2402 
u VIF yate 
Ejemplo do función no elemental: 
= гол [у = f (m1 es una función по elemental, dado que 


el nmaro de opotácionts que deben electuarso para calcular y va aumentando 
а medida que crece n, es decir, el número de operaciones es infinito. 


Y 


Bi 
Fig. 20. 
Observación. La función expuesta en la figura 20 es elemental 
aunque vienè expresada por dos fórmulas: 
1(@ = з10<2‹1; f() = 22—41, 811422. 


Es posible demostrar que esta función puede expresarse con una 
sola fórmula у = f (z), incluida entre las indicadas en la defini- 
ción 2. (Véanse los ejemplos 139 al 144 de los ejercicios para el 
capítulo V). 


$ 9. FUNCIONES ALGEBRAICAS 
Son funciones algebraicas las funciones el 
1. Función racional entera o polinomio 


ya Ha 4 an, 


donde аз, а1, + . ., 6, son números constantes que llamamos coefi- 
cientes; л es un entero no negativo, llamado grado del polinomio, 
Evidentemente, la función indicada está definida para todos los 
valores de z, es decir, en un intervalo infinito. 


Ejemplos: 1. y = az +8 eo una función lineal. SIB = 0, la funci lineal 
у= az expresa la dependencia proporcional de y respecto а т. Si a= 0, 
= b, la función es constante. 


2: y = azî + bz+ e es una función cuadrática. 


rental 


siguientes: 
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La gráfica de la función cuadrática es una parábola (fig. 21). 
Estas funciones han sido estudiadas detalladamente en el curso de geo- 


теша analítica. 
| a0 | ад . 
@) (6) 


Fig. 21 


1. Función racional fraccionaria. Esta función se expresa como 
la razón de dos polinomios: 


e a+... TAN 
br + baz FF bm 
Como ejemplo de una función racional fraccionaria puede servir 


У 


(0) 


Fig. 22 


la función y = $, que expresa una dependencia inversamente pro- 


porcional. Su gráfica se muestra en la figura 22. Es evidente que la 
función racional Їгассіопагіа está nida para todos los valores 
de z, excepto para aquellos que reducen el denominador a cero. 


HI. Función irracional. Si en ol segundo miembro de la igualdad 
у =} (2) so efectúan operaciones de adición, custracción, multi- 
plicación, división y elevación a potencia, siendo los exponentes 
números racionales, no enteros, la función de y on dependencia do 
ж se Шата irracional. Son irracionales las tur siones siguientes: 


EL 
Vips? 


y y=Vz, ек. 
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Observación 1. No todas las funciones algebraicas están compren- 
didas en tres tipos de funciones mencionadas, Se denomína función 
algebraica cualquier función у = f (z) que satisfaga una ecuación 
de la forma 

Pola) y" + PDT} ... HP (a) =0, a) 
donde, Po (2), Pi'(z), ..., Pa (z) son ciertos polinomios de z. 

Se puede demostrar que cada una de las funciones que pertenece 
a los tres tipos mencionados satisface cierta ecuación de la forma (1); 
pero no toda función que satisfaga esta ecuación pertenecerá a alguno 
de los tres tipos denominados. 


Observación 2. La función que no es algebraica se llama 
transcendente. Son funciones transcendentes: 


у=00з2; у= 10", elo, 


$ 10. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 


La posición de un punto en el plano se puede determinar por 
modio del sistema de coordenadas polares. 

Elijamos en el plano un punto O, que llamaremos polo y una 
recta o eje polar, que tiene su origen en el punto O. La posición de 


н 


Р А 
Р 


Fig. 23 


un punto М еп el plano se determina por dos números: p y q. El 
primero indica la distancia del punto М al polo y el segundo, el 
valor del ángulo formado por el segmento OM con el еје polar, Рага 
Calcular el ángulo œ se considera positiva la dirección contraria 
#18 de las manecillas del reloj. Los números р у ¢ зе denominan 
Esordenadas polares del punto M (fig. 23). 

El radio vector р se considera siempre no negativo. Si el ángulo 
polar q varía en los límites 0 < © < 2%, а cada punto del plano, 
a excepción del polo, le corresponde un par determinado de números 
py q. En el polo, р = 0 y y puede tener cualquier valor, 

Determínomos la relación que existe entre las coordenadas pola- 
tos у las rectangulares o cartesianas. Supongamos que el origen de 
coordenadas rectangulares coincide con el polo y la dirección positiva 
dol eje Oz, con el eje polar. Veamos ahora la relación que existe 
entro las coordenadas cartesianas y las polares de un mismo punto. 
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En Та figura 24 se ve: 
z = p сов q, y = р sen р е inversamente p VIE tg Ф = £. 


Observación. Determinando y hay que tener en cuenta el cuadran- 
te en que se halla el punto y tomar el valor correspondiente de Фф. 

En el sistema de coordenadas polares la ecuación р = Р (Ф) 
determina una línea. 


Ejemplo 1, En coordenadas polares la ecuación р = a, donde а = const, 
determina una circunferencia de radio а y centro en el polo. La ecuación 


q Ре 
ral 
ШП ы 


Fig. 24 Fig. 25 
do la misma cirounforencia (fig, 25) en el sistema de coordenadas rectangulares, 
trazado on 1а forma expuesta on la figura 24, será: 
Үй = 6 аруа, 
Ejemplo 2. 
pap, donde a=const, 
Veamos la tabla de valores de р para algunos valores ёо q: 


ol 3] € | 3e] a SHE 
р | 0 ЕЕЕ КЕ 47 ъа оа 1250a 


Pig. 27 


a 
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La curva correspondiente se muestra en la figura 26 y se Пеша espiral 
de Arquímedes. , 


Ejemplo 3. 
p=2a cos q. 
y 
Esta es la ecuación de una circunferencia de radio а y centro en el punto 
Po=a y q=0, (fig. 27). Escribamos la ecuación de esta circunferencia en 
coordenadas rectangulares, Poniendo en esta ecuación p= Уз yî, созф== 


AT > obtendremos: V75F y= 2a THE ‚ о son, 1401—2020. 


Ejercicios para el capítulo 1 


1. Dada la función f (z) = #* + êz — 4. Comprobar que { (1) = 3, 
1@ 28. 
2. (ж) = 2244, Calcular los valores: 


3. e) f(a +1). Respuesta: 
2 La, Respuesta: att i. 


АЛЫ E 


Е 
E) Tier 
ӘТ, Eseribanso las expresiones (21) y 900). Respuesto: 


5. /(0)-=1g0. Comprobar la igualdad 7029) = 225 ШО є 


в. д0) log ZÊ. Comprobar 1а igualdad е) 9 09 (255). 
TF та 


2. 5% e i үү a, e las rios; a a, а, Ra 
esta: 3 log 2. a)l. Respues a. e) 9 If (0)). Respuesta: 
ett Иа doin natural de дебеди de la оа y = 2203F 1. 


ol dominio natural 
о <а<+ =. 
los dominios naturales de definición де las funciones: 
Respuest 1<z2<HH. b) VIFI+YT=z. Respuesta: 
ECT. 0) PIFI YET Respuestas: —=<а<+= d) E 
Respuesta; z «a. e) aresontz. Respuesta: —1<2<1. f) у=1о =. Respuest 
2S0. а) у= а®(а >0). Respuesta: —0 < 2 CHO. 

Construir as gráficas de las funciones: 


= 


10. у= —3:-+-5. И. урен аз. y=320, 13. уез Fr. 
4 


My 15. у =зоп22, 16. у=соз3е. 47, gmt dz +6. 18. y 


19. sen (++). 20. y=eos (2—5) 2. steta 2 y=cotg T z 


28. ya 2 ym, 25. lo. yaa ШП. ymha 


Ejercicios para el capítulo I a 


1 А 1 
28, у=}. De par, 30. y=. М. yma. 32 ys 2 33. yal, 
34, y=]=|. 35. y=logz|z|. 36. y=log (1—2). 37. p= sen (2-3). 
38. yá cos (2+5) 
39. La función f (z) está dofíaida en el segmento [—1; 1] del modo siguiente: 
Maj=i4z para —1<1<0; 
Haj=1=22x para 04244. 
40. La función / (2) está definida en ol segmento 10; 2] del modo siguiente: 
f(z para 0<2<1; 
fms para 1<2<2, 
Construir las curvas dadas por ecuaciones polares: 
4. pm- (espiral hiperbólica), 42. p==a? (espiral logaritmica). 43, p= 
(lemniscata). 44. р= а (1—cos ¢) (cardioide). 45. реса son 3p. 


CAPITULO H 


LIMITE. CONTINUIDAD DE LA FUNCION 


$ 1. LIMITE DE LA MAGNITUD VARIABLE. 
VARIABLE INFINITAMENTE GRANDE 


En este párrafo trataremos de las magnitudes ordenadas quo 
varían de un modo especial, determinado por la expresión «la varia- 
ble tiende a un límite». A continuación el concepto de límite de la 
variablo desompeñará un papel fundamental ya que con él están 
relacionados los conceptos fundamentales del análisis matemático: 
derivada, integral, etc. 


Definición 4. El número constante а se denomina límite de la 
variable =, ві para cualquier número infinitesimal positivo e pre- 
fijado, se puede indicar tal valor de la variable т, a partir del cual 
todos los valores posteriores de la misma satisfacen la desigualdad 

[za |<e. 
ite de la variable т, se dice que = tiendo 


Si el número a es el 
al límite a; su notación 


z>—ablmz=a, 


En términos geométricos la definición de límite puede enunciarso 
así: el número constante a es el límite de la variable z, зі para cual-. 
quiera vecindad infinitesimal profijada de radio e y centro en el 
punto a, existo un valor de z tal que todos los puntos correspondien+ 
tos a los valores posteriores de la variable se encuentren dentro 
de la misma vecindad (fig. 28), Examinemos algunos ejemplos 
de variables que tiendon al límite, 


Ejemplo 1. La variable z toma sucesivamente los valores тү= 1413 
ai neiti- +: 


Comprobemos que esta variable tieno рог límite la unidad. 
Tenemos: 


me] (+4) 4/4. 
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Para cualquier e todos los valores posteriores de la variable, a partir de ny 
dondo +. <e 6 n> Ê, satistacen la desigualdad |sh—1|<e, que es lo que 


so trataba de demostrar. 
Observemos que, en este caso, la variablo tiendo al límite decreciendo 
al mismo tiempo. 


Ejemplo 2. La variable = toma sucesivamento los valores 
ami as mis 


ett md 


El límite do esta variable es la unidad. En efecto, 
1 
| 


Para cualquier e, a partir de л, que satisface la correlación г<, y de 
la cual so deduce que 


4 
0 = 
э: і E 
Pz. > 6 арар: 
todos los valores posteriores de т satistarán la correlación 
1һ—1|<е. 


Еп ol caso considerado, la variablo tiendo al límite «oscilando alrededor 
do 61», os decir, tomando valores unas veces mayores y otras, menores que ésto. 


26. 
$ EF > 
al 
Fig. 28 


Observación 1. En el capítulo 1, $ 3, se ha indicado que la 
magnitud constante ¢ se considera frecuentemente como una variable 
cuyos valores son siempre iguales: z = с. 

Es evidente que el límite de la constante será igual a la misma 
constante, dado que siempre se cumple la desigualdad | z — c| = 
= |e — ©] = 0 < е, independientemente del valor que tenga е. 


Observación 2. De la definición de límite so deduce que una 
magnitud variable no puede tener dos limites. En efecto, si Иш z = 
= a y lím г = b(a < b), entonces z debe satisfacer las dos desi- 
gualdades simultáneamente: |z — |a < e y |z — b | < е siendo e 


arbitrariamente pequeño, pero esto es imposible, si e < A7 (fig. 29). 
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Observación 3. No toda variable tiene límite. Supongamos que 
la variable т toma sucesivamente los siguientes valores: 


(fig. 30). Siendo k lo_suficientemente grande, el valor zan y todos 
los valores posteriores, de subíndices pares, se diferenciarán de la 
unidad en una cantidad tan pequeña como se quiera, mientras que 


¿ral Е 4 

q Eza К ЕУ:‏ س 
Я‏ 

Fig. 29 Fig. 30 


el valor siguiente 4,4, y todos los valores posteriores de z, de subín- 
dices impares, irán. diferenciándose de сего en una cantidad tan 
pequeña como se desee, Por tanto, la variable z no tiende al límite. 

En la definición de límite se indica que si una variable tionde 
al límito a, ésto debe ser un número constante. Pero el concepto 
«tiende» se usa también para caracterizar otro tipo de variación 
de la variable, como veremos en la definición que sigue. 


2. La variable = tiende al infinito, зі para cualquier 
уо M prefijado se puede elegir un valor de z tal qu 
a partir de él todos los res posteriores de la variable satisfe 
la desigualdad |z |> М. 

La variable z que tiende al infinito, se denomina infinitamente 
grande y esta tendencia se expresa así: z — оо. 


Ejemplo 3. La variablo z que toma los valores: 
за (n; oee 


вед а)‏ والس يي 
es infinitamente grande, ya que para cualquier‏ 
g praata mane уа do Fo alaa, don mayores en чйр оаа que 1;‏ 

La variable z atiende al infinito con signo emás», 2>-+00, si M 
ез un número positivo cualquiera de tal manera que, a partir de cierto 
valor, todos los valores posteriores de la variable sastifagan la desi- 
gualdad М < z. 


Como ejemplo de una variablo que tiende al infinito con signo 
sorvir la variable z que toma los valores z; = 1, 22 = 2, <: ., Za = n. 


Limite de la función зи 


La variable = fiende al аар con signo anaes «menos» = + — co, al M 
de tal manora que todos los valoras sucesivos 


sucesivos 
le alguno de an la desigualdad 2 

arable т, que toma Jê тайт а E SA 

r tiende а = оо. 


$2. LIMITE DE LA FUNCION 


Examinemos algunos casos de variación de una función cuando 
el argumento z tiendo a un límite a о al infinito. 


La función у = f (2) ti 
а (z— a), si para cada número positivo e, por pequeño que és 


al límite b (y —> Б) cuando z tienda a 


es posible indicar un número positivo б tal que para todos los vı 
de z, diforentes de a, isfacen 
la dosigualdad* [z —a| <ê, е y 
verificará la desigualdad: 
Н =b1<e. г 
Si b es el límite de la función p-e ZZ 
1 (2), cuando z — a, su notación es: 


Mm = 


El 


o bion f (a) кА cuando z — a. 

Si f(z) +b, cuando z-=a, 
entonces en la gráfica de la función Pu. 81 
y = f (2) esto se interpreta así (fig. 

31): puesto que do la desigualdad 

1» — а |<8 se deduce | / (2) — Б |< е, entonces, todos los puntos 
М on la gráfica de la función y = f (2), correspondientes a los puntos 
ж que se encuentran a una distancia no mayor que б del punto а, 
se localizarán dentro de una banda de ancho 2e, limitada por las 
rectas y=b—e0y=b+e 


Observación 1. El límite de 1, ión f (2), cuando z+ a, 
se puede definir también del modo siguiente. 


*) Aquí se ea А Ene aquellos valores de z que, satisfaciondo 
КО , pertenecen al dominio de definición de la fun- 
ción. Bn adelanto, consideraciones de este tipo las encontraremos con frecuen- 
cia. Así, al examinar la variación de una función, cuando = + оо, puedo ocurrir 
que la función está dofinida sólo para valores enteros 7 Ж Ич, de x. Por 
consiguiente, en este caso = uak al infinito, tomando sólo valores enteros 
positivos. En lo sucesivo prescindiremos de explicaciones de este tipo. 
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Supongamos que la variable z está ordenada de tal manera que si 
izt —al>|2**—al, 


entonces, z** es valor posterior, у 2*, el anterior. Pero si 


a =P ау * >7, 
entonces Z** será el valor posterior y z*, el anterior. 

En otras palabras, de los dos puntos en el eje numérico, será 
posterior el que esté más cerca del punto а; sí son equidistantes 
será posterior el que se encuentre a la derecha del punto a. 

Supongamos que la variable т, ordenada del modo indicado, 
tiende al límite а |z аб lim z = a]. 

Examinemos ahora la variable y = f (z), En este caso y en lo 
sucesivo consideraremos que de dos valores de la función, posterior 
será el que corresponda al valor posterior del argumento, 

‘Si la variable y definida del modo indicado, tiende а un límite b, 
cuando z tiende з a, escribiremos: 


lím f(x) = b. 


En esto caso diremos que la función y = / (z) tiende al límite b, 
cuando = + a. 
з fácil demostrar que las dos definiciones de límite de la 
función son equivalentes. 


Observación 2. Si / (z) tiende al límite bı, cuando х tiendo 
а cierto número a de modo que x toma sólo valores inferiores а óste, 
su notación es lím / (а) = bj, siendo 

Y 


Б 
b, el límite de la función f (2) en el punto 
a «por la izquierda». Еп саво de que 
z tome sólo valores mayores que a, 
la notación será lím f (z) = b, siendo 


atê 
bs el límite de la función en el punto 
a «por la derecha» (fig. 32) 
Se puede demostrar que, si los li- 
mites «por la izquierda» y «рог la 
derecha» existen y son iguales, os decir, 
Peso | si b, = ba = b, entonces b será el 
Mmite de esta función en el punto a en 
el sentido que acabamos de exponer. Y recíprocamente, si existe el 
límite b de la función en el punto а, existen también límites de la 
función en el punto а «por la derecha» y «por la izquierda» que 
son iguales. 
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Ejemplo 1. Demostremos que lím (8: + 1) = 7. En efecto, supongamos 

que está dado arbitrariamente e > б; para que se cumpla la desigualdad 
124-0) —71]<е, 

es necesario que sean cumplidas las desigualdades siguientes: 


[32=6|<e, l-21< $, — $< 22<G > 
De esto modo, cualquiera que sea e, para todos los valores de x que satisfa- 
gan la desigualdad | z — 2 | < $= 8. El valor de la función 3z + 1 


ве diforenciará de 7 en una magultyd menor que e. Esto significa que 7 ов el limi- 
te de la función cuando z — 2. 
Observación 3. Para que exista el límite de la función, cuando 
no ез necesario que la función esté definida en el punto z = a, 
Cuando se busca el límite, se examinan los valores de la función, 
diferentes de a, en la vecindad del punto a. Examinemos el ejemplo 
siguiente, 


Ejemplo 2. Demostremos que lim == 


Aquí la función 224 no estê definida en el punto x= 2. 


Es necesario demostrar que, siendo e 
se encontrará tal д que se cumpla |, 


| 


cualquiera arbitrario, 


(9 


a condición de que | z — 8. Poro cuando z 4 2, la desigualdad (1) es equi- 


valente a: 


aj etase 


é 


|221 <e w 

Asi pues, siendo e arbitrario la desigualdad (1) se verifi 
igualdad (2) (aquí, $ 

Esto significa que la función dada tiene 


rá, si se cumplo 


por limite el número 4, cuando 


Examinemos algunos casos de variación de lu función, cuando 
n=» о. 

Definición 2. La función f (z) tiende al límite b cuando z > со, 
si para cualquier número positivo e arbitrariamente pequeño e: 
un número positivo N tal que para todos los valores de z que satis 
facen la desigualdad | т | > N, se cumpla la desigualdad 

Ibe 
Ejemplo 3. Demostremos que 


lim (ЕЕ!) =1, o bien tim (1 Hi 
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110 es necesario demostrar que siendo e un número arhitrario se cum- 
а desigualdad 


pli 
|(+2) |<. o 
siempre que | | > N, dependiendo N de la elección de e. 
La desigualdad (3) es equivalente a otra: |Z |<e, que so cumplirá 
a condición de que 8 


ZELA (fig. 33), 


Esto significa que lim (| 


Fig. 35 
Conociendo el sentido de los símbolos z+ +o y z+ oo, es 
evidente el significado de las expresiones: 
«f (а) tiendo а b cuando z+ +оо» y 
«f (z) tiendo a b cuando z+ —con, 
las cuales simbólicamente se escriben así: 
im 70 =, lim A=. 


$ 3. FUNCION QUE TIENDE AL INFINITO, 
FUNCIONES ACOTADAS 


Hemos examinado los casos en los que la función f (2) tiendo 
a cierto límite b, cuando z—> a ó z оо, 

Examinemos ahora el caso cuando la función y = / (z) tiendo 
al infinito, para опа determinada forma de variación del argumento. 


Definición 1, La función f (z) tiende al infinito cuando £+ a, 
es decir, es una magnitud infinitamente grande cuando т-ка, si 
para cualquier número positivo M, por grande que sea, existe un 
valor 6 > 0 tal que para todos los valores de z diferentes de a y qué 
EE Je condición |х — а | < 6, se cumpla la desigualdad 

101> 
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Si 7 (z) tiende al infinito cuando z— а, se escribe 
lím f(z)= о 
6 f (2) + œ cuando za, 
Si f (2) tiendo al infinito, cuando z — a, tomando sólo valores 


ositivos, о bien sólo negativos, se escribe, respectivamente: 
m f (2) = +оо ó lím f (2) = —оо. 
1 
Ejemplo 4. Domostremos que lim yg = со. 
En ofecto, para cualquier М >0 tenemos: 


4 
и-и >м. 


siempre que: 


<r e< = 
toma sólo valores positivos (tig. 34). 


9 


ات 
t‏ 


Pig. 34 Fig. 85 


Ejemplo 2. Domostremos que lm (4) =o. En мено, para сш 
quier М >0 tenemos: 


siempro que: 
[=]=[20/< ¿q =t. 


aquí (—L) >0, para =<0 y (2) <O, para =>0 (fig. 85). 


E Limite. Continuidad de la función 


Si la función f (z) tiende al infinito cuando z > co, ве escribe: 
lim 70) = оо, 
y, en particular, puede suceder: 


Иш f()=0, lim j(=, Um f(Y=-—00. 
oo 2. o 


Por ejemplo, 
lím 22== 4+ оо, lími=—00, ote. 


Observación 1. No es forzoso que la función y = / (2) tionda 
a un limite finito o al infinito, cuando z— a o z —> oo, 


Ejemplo $. La función у = sen =, delinida en el intervalo ilimitado 
ж <r оо, cuando z + co, no tiende a un límite finito, ní al infinito 


Е 


Fig. 36 


Ejemplo 4. La función у = sen É, dotinida para todos loš valores do ғ, 


тоңо z 0, 20 lende a, un ае Tinto, ni, tampoco al tafinito, cuando 


La gráfica de esta función se ехропо en la 


Fig. 87 


Definición 2. La función y = f (z) se denomina acotada en el 
dominio dado de variación del argumento т, si existo un número 
positivo M tal que рага todos los valores de z pertenecientes al 
dominio considerado se cumpla la desigualdad |/ (2) | < М. Si 
al número M no existe, se dice que la función f (т) no está acotada 
en el dominio dado. 


Función que tiende al infintio. Funciones acotadas. Ed 


Ejemplo 5. La función у = senz, definida en el intervalo infinito 
тЫ." a función acotada, dado que para todos los valores 
se veril 


їз <1=M. 

Definición 3. La función f(z) se denomina acotada, cuando 
z— а, si existe una vecindad con centro en е} punto a en la cual 
dicha función está acotada. 


Definición 4. La función y = / (2) se denomina acotada, cuando 
а —+ оо, si existe un número N > 0 tal que para todos los valores 
de z que satisfacen la desigualdad |z | > N, la función / (2) esté 
acotada. 
El problema del acotamiento de la función que tiende a un límite 
se resuelve por medio del síguiente teorema. 

Teorema 4. Si Ит f(z) = b, siendo b un número finito, la 
función f (2) está acotada cuando = + а. 

Demostración. De la igualdad lím / (2) = b se deduce que р: 
cualquier е > 0 зө encontrará un número $ tal que en la vecindad 

тр. 6 в cumpla la desigualdad 


11()—bI<e 


HIIDH e 


Esto significa quo la función / (z) está acotada, cuando z — a. 
Observación 2. De la definición de función acotada / (z) se 
deduco que si 


о soa, 


lim /(а) = оо 6 lim /()=00, 
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es decir, si f (2) es infinitamente grande, esta función no está acotada. 
La notación recíproca no es cierta; es decir, que una función no 
acotada puede no ser infinitamente grande. 

Por ejemplo, la función y = z sen z, cuando z— со no está 
acotada, ya que para cualquier Af > 0 se pueden encontrar valores 
do z tales que | т sen z | >M. Pero la función y = z sen z no es 
infinitamente grande, pues se reduce a сего, cuando = = 0, я, 2% .. 
La gráfica de la función у = = sen z está expuesta en la fig, 38. 


Teorema 2. Si limf (2) — 5 9 0, la función у= а está 
acotada, cuando = + а. 

Demostración. De la hipótesis del teorema se deduce que para 
cualquier e > 0 arbitrario, еп cierta vecindad del punto z = а 
tendremos: | / (z) —b|<e, 6 ПУ (0) 11010 е, 


ó e< 
И Тере 6 161—e<1f(31<1b14+ e, De las 
últimas desigualdades se deduce: 


1 1 
دال‎ M. 
lole If 7 lbl+e 


Al tomar, por ejemplo, e = д |b |, tenemos 


10 1 10 
ss, 
91617 If 11101 


lo que significa que la función яя está acotada. 


$ 4. INFINITESIMALES Y SUS PRINCIPALES PROPIEDADES 


Examinemos en este párrafo las funciones que tienden a cero, 
para cierto modo de variación del argumento. 

Definición. La función а = а (z) se denomina infinitamente 
pequeña (infinitesimal), cuando с-а о cuando =+ oo, al 
ím a (2) = 0 ó Иш a(z) 


*De la definición de límite se deduce que si, por ejemplo, 
lím a (z) = 0, esto significa que, para cualquier nú: positivo 


ES 
+ prefijado y arbitrariamente pequeño, se encontrará 6 > 0 tal 
que para todos los z que satisfacen la condición |z — а |< б, se 
verifique la condición | a (2) | < e. 

Ejemplo 4. La función а= (2—1) infinitament jueña, cuándo 
z>, dado que Timem lim G e dig a aome e 
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Ejemplo 2. La función mË es infinitamente pequeña, cuando z—> со 
(fig, 40) (vénso el ejemplo 3 en el $ 2). 


[ДЕ] 


Fig. 39 Pig. 40 


Tendrá mucha importancia en adelante la correlación siguiente: 


Teorema 1. Si la función y = f (z) puede ser representada como 
suma del número constante b y la magnitud infinitamente pequeña а: 
y=b+a, (0) 
se tiene que 
lím y = 5 (cuando z+ a 6 z — co). 


Recíprocamente, st lím y = b, se puede escribir y = b + a, donde а 
ев una magnitud infinitamente pequeña. 


Demostración. Юе la igualdad (1) во deduce que | y — b | = 
= Га |, Pero cuando e es arbitrario todos los valores de a, a partir 
de uno de ellos, satisfacen la desigualdad | a | < tonces, рага 
todos los valores do y, a partir de alguno de ellos, se cumplirá la 
desigualdad | y — b | < e, lo que significa que Иш y = b. 

Recíprocamente: sí lím y = ò, entonces, para e arbitrario para 

b verificará la desi- 
gualdad | у — 5 | < е. Pero, si designamos у — ò = a, entonces, 
para todos los valores de a, a partir de alguno de ellos, tendremos 
Га |< e, lo que significa que a es una magnitud infinitamente 
pequeña. 

Ejemplo 3. Dada la función 
lim yt. 


**“Rectproeamênto, si lim у ==3, la variablo y puede ser representada como 


+2 (ig. 4t), es evidente quo 


sumo del Imito 4 y la infinitesimal qı , es decir, y=14a. 


Teorema 2. Si а = a (2) tiende а cero, cuando z— а (o cuando 
2 > 00), sin reducirse a cero, se tendrá que y =-2 tiende al infinito. 
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Demostración, Por grande que sea M > 0, se cumplirá la desi- 
gualdad > М, siempre que se cumpla | a <$- La última 


desigualdad se cumplirá para todos los valores de a, a partir de 
alguno de ellos, puesto que а (2) — 0. 


Teorema 3. La suma algebraica de dos, tres o un número determi- 
nado de infinitesimales es una función infinitamente pequeña. 


Yi 
stt 


Fig. 41 


Demostración. Nos limitaremos a dos sumandos, ya que la 
demostración es análoga para cualquier número de ellos, 
Supongamos que и (2) = a (z) + В (2), donde lim a (2) = 0 


y lím р (2) = 0. Demostremos que para cualquier e > Ô tan pequeño 


como se quiera, so encontrará $ > 0 tal que, al satisfacer la desigual- 
dad | z — а | < б, se verifique | ш | < e. Puesto que a (2) es-una 
magnitud infitamente pequeña se encontrará $ tal que en la vecindad 
de radio ô, y centro ubicado en el punto a, зе verificará, también, 


Ге (2) |< + А 
Puesto que В (2) es una magnitud infinitamente pequeña, en 
la vecindad del punto а de radio б; tendremos | $ (2) | < $- 


Tomemos б igual a la menor de las magnitudes 6, у ô+. Entonces, 
en la vecindad del punto a de radio 6 se cumplirán las desigualdades 


lal< Š; IB]< Š. Por tanto, en esta vecindad tendremos: 
т 2 


[ие (а р 9118 1 HIBS + = 


es decir, Ju | < е, lo que se trataba de demostrar. 


Infinitesimales y sus principales propiedades а 


De un modo análogo se demuestra el сазо: 
lím a()=0, lím p()=0. 


Observación. En lo sucesivo tendremos que examinar las sumas 
de magnitudes infinitamente pequeñas en las que, al ir disminuyendo 
cada sumando, vaya creciendo el número de éstos. En esto caso el 
teorema puede no ser válido. 


4 Р 1 1 4 
Examinemos, por ejemplo, 4a +... +2, donde z 


ITI 

toma sólo valores enteros positivos (= = 1, 2, 3,..., n... 

Es evidente que cada sumando, cuando = — оо, es una magnitud 
infinitamento pequeña, sin que lo sea la suma и 

Teorema 4. El producto de una función infinitamente pequeña 

а = a (2) por una función acotada = = z (a), cuando z —» a (62 + оо), 
es una magnitud (función) infinitamente pequeña. 


Demostración. Demostremos el teorema para ol caso en que 
x=» a. Dado un número М > 0, se encontrará tal vecindad dol 
punto z = a еп la que se verificará la desigualdad |z | < М. Para 
cualquier e > 0 se encontrará una vecindad en la que se cumplirá 


la desigualdad | a I< En la menor de estas dos vecindades so 
cumplirá la desigualdad 
Jar < Йй Mms. 


Esto quiere decir que az es una magnitud infinitamente pequeña. 
Para el caso de £> оо, la demostración se efectúa de modo 
análogo. Del teorema demostrado se deducen dos corolarios. 

Corolario 1. Sí Иш а = 0 y lím f = 0, entonces lm aß = 0, 
puesto que В (z) es una magnitud acotada. Esto se cumple para 
cualquier número finito de factares, 

Corolario 2. Si lim a =0 y е = const, entonces lfm ca = 0. 
Teorema 5. El cociente sa de la división de una magnitud 
infinitamente pequeña a (2) por una función, cuyo límite es diferente 
de cero, es una magnitud infinitamente pequeña. 

Demostración, Supongamos que lím a(z) = 0 у lím z (z) = 


= b 40. Basándose en el teorema 2, $ 3 se deduce que Ta °3 ne 
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magnitud acotada. Por consiguiente, la fracción =€) 2 = Ha 
es el producto de una magnitud infinitamente pequeña por otra 
acotada, es decir, una infinitesimal. 


$ 5. TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LIMITES 


En osto apartado, como en el anterior, vamos a examinar conjun- 
tos de funciones que dependen de un mismo argumento z, cuando 
& > a 0 cuando z => оо. 

Por ser análogas las demostraciones рага ambos casos nos limi- 
taremos a uno sólo, omitiendo, incluso, las notaciones z+ a 
o z— œ, quo consideraremos sobreontendidas. 


Teorema 1. El límite de la suma algebralcade dos, tres y, en general, 
de un número finito de variables es igual a la suma algebraica de 
los límites de estas variables: 
Мт (ш + us +... + шщ) = lim y + lm us +... + lim ua. 

Demostración. Puesto que la demostración os análoga para 
cualquier número do sumandos, tomemos sólo dos. 

Supongamos que lím u, = а, Иш шу = аз. Basándonos en el 
teorema 1 $ 4, podemos escribir: 

шеа + о, ш = а + а, 


donde а; у а 2 و ا‎ EEN Por tanto, 

= (а + aa) + (а + в). 
Puesto que (es а ааа кораш са, 4. Ор ба ова 
infinitesimal, entonces, de acuerdo con el teorema 1 $ 4, resultará que 


Tn (u, + ua) = a, + aa lm uy lim шз. 


о (142) Mm, +g Dot Jm 


-140m1 


Teorema 2. El límite del producto de dos, tres y, en general, de un 
número finito de variables es igual al producto de los límites de 
estas vartables: 


lim ua 


и, = аш mua... Шош 


Demostración. Con el fin de abreviar, realicemos la demostra- 
ción para dos factores. Supongamos que lim ш = а y Иш u, = аз. 
Por tanto, 


a + аа, ша 0 + аљ‏ کو 
шаша = (a, + ал) (а; + aa) = аа; + 0107 + аул + оч.‏ 
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El producto аа; es una constante, Según los teoremas del $ 4, 
la magnitud ааз + a:a; + об; es infinitamente pequeña. Рог 
consiguiente, lím ши» = аа; = Иш ш -lím ua. 

Corolario. Un factor constante se puede sacar fuera del signo 
de limite. En efecto, si lîm ш, = а, с = const y, por tanto, lim ¢ = 
= с, se tiene: 

Tim (сщ) = lím elîm шщ = e lîm шщ, que es lo que se trataba de 

mostrar, 


Ejemplo 2. 
> lim бе*—5 lim 295-8040, 


Teorema 3, El límite del cociente de dos variables es igual al 
cociente de los límites de estas variables, siempre que el límite del deno- 
тіпайог sea distinto de cero: 

и Иши 


Мт Жыш ZX, siempre que lím 960. 
v kmo 


Demostración. Supongamos que lim u = а, lfm v = b 5 0. 
Entonces u = a + а, р = Б + В, donde а y B son magnitudes 
infinitamente pequeñas, Escribamos las identidades 


u 2, ab—pa 
> OMT 


ep ebba, 
v b +0 
La fracción -Æ es un número constante y ка (sogún loa 
teoremas 4 y 5, $ 4) es una variable infinitamente pequeña, puesto 
que ab — ба es también una infinitesimal y el denominador Б (ê + $) 
tiene por límite 07 5 0. Por consiguiente, lim = = -$ -iar # 
Ejemplo 3. 

зь O ES ГЕТЕ 

1412 má—3 ا‎ aaa 1— 2 
ро hemos aprovechado el teorema, ya demostrado, acerca del limite 


lo 
п, puesto que el límite del denominador, cuando z— 1, es distinto 
сого, Pero, si el límite del denominador es cero, по so puedo aplicar el teorema 


citado. En esto último caso hacen falta consideraciones especial 


Ejemplo 4. Hollar lím 
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Aquí el denominador y el numerador tieaden a cero, cuando z -» 2, y, 
tanto, el teorema 3 по es válido para el caso. Realicemos la siguiente transfor 


mación idéntica: 
Ps 0642 
E 15 رو‎ 


La transformación es válida para todos los valores de z diferentes de 2. Por 


santo, teniendo en cuenta la definición de límite, podemos escribir: 
E2 EEA 
A + a 


Ejemplo 5. Hallar ни + Cuando z=>4, el denominador tionde 


a coro, mientras que el numerador tiende а la unidad. Por consiguiente, 
ol limito de la magnitud inversa os cero, es decir, 


s1 y 
ÓN 


De aquí se deduce, según ol teorema 2 


lim y= co. 
ЗЕ 


Teorema 4. Si entre los valores correspondientes de las tres fun- 
clones и = u (2), 2 = z (z). v = v (2), se cumplen las desigualdades 
и: < 0, y, además, u (z) y v (z) tienden а un mismo límite b, 
cuando x > а (o cuando z+ оо), entonces podemos afirmar que la 
función z = 2 (z) también tiende а este mismo límite, cuando x m+ a 
(о cuando z -> o). 


Demostración. Para precisar las ideas, oxaminemos la variación 
Jas funciones, cuando = + а. De las desigualdades u< z < v 
nfiere que: 


u—b<z—b<v—b; 
según las condiciones del teorema, tenemos: 


lim u = b, lím v = b. 

Por tanto, para cualquier e > 0, se encontrará alguna vecindad 
con centro en el punto a, en la que se verificará la desigualdad 
Lu — b |< e; del mismo modo se encontrará también alguna vecin- 
dad con centro en el punto a, en la que se verificará la desigualdad 
|v — ù | < e. En la vecindad menor de las mencionadas se cum- 
plirán las desigualdades: 


—<u—=b<e y -e<v—b<e 
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у, por tanto, también, se cumplirán las desigualdades 


—e<2—b<e 
es decir, 
lím 2=b. 


Teorema 5. Si, cuando x=» а (o cuando z -+ оо), la función 
y, tomando valores no negativos (y > 0), tiende al límite b, éste último 
será un número no negativo, o sea b > Q. 

Demostración. Supongamos que b< 0, entonces |y — b |> 
> | b |, es decir, el módulo de la diferencia | y — b | es mayor que 
êl número positivo | b| y, por tanto, no tiende a cero, cuando 
2 -+ а. Pero, en este caso y no tiende a b, cuando z — а, lo que con- 
tradice a la condición del teorema. Esto quiere decir que la hipótesis 
de que b < 0 по es cierta y, por tanto, b >0. 

De la misma manera se demuestra que lim y < 0, si y < 0. 

Teorema 6. Si entre los valores correspondientes de dos funciones, 
u = u (z) y v = v (z), que tienden a sus límites respectivos, cuando 
£ — a (о cuando = =+ оо), se cumple la desigualdad v > u, también se 
verificará que lim v > Иш и. 

Demostración. Dada la condición v — u > 0, y, de acuerdo con 
el teoroma 5, lím(v—u)>0 о límv— lim u >-0, es decir, 
lím v > lim и. 

Ejemplo 6. Demostremos quo lim sen z = 0. Según la fig. 42, si 0А = 1 
y = > 0, tendromos AC = sen z,“AB = z, sen а < z. Es ovidonte que, siendo 


Fig. 42 


ж << 0, teneme z = |. Según los teoremas 5 y 6, lucir 
Бүлү ү m h es im son ا ا‎ 


Ejemplo 7. Demostremos que ПЯ 67 


En electo, КЕЕ Por tanto, Иш, sen Jr =0. 
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Ejemplo В, Demostremos que lím cos z 


Siendo cos z 


P ЯТ lím (02 0012] 
2 sent. tenemos, lim cos lím (1—2 sen 5) 


En algunas investigaciones respecto al límite de las variables es 
necesario resolver dos problemas independientes: 

4) demostrar que una variable tiene su límite y determinar Jos 
cónfines dentro de los cuales se encuentra este límite, 

2) calcular el límite dado con el grado de precisión necesaria. 

А veces el primer problema se resuelve mediante el siguiente 
importante teorema. 


Teorema 7. Si la magnitud variable v es creciente, es decir, cada 
valor postertor de la misma es mayor que el anterior, y si ésta es acotada, 
o sea о < М, entonces dicha variable tiene como límite lim v = a, 
donde а < М. 

En ol caso де que la magnitud variable sea decreciente y aco- 
tada, el teorema correspondiente se enuncia de un modo semejante. 
mos aquí. la demostración del teorema porque se basa en la 

números reales, que no se considera en el presente curso. 
En los dos párrafos siguientes vamos a calcular los límites do 
dos funciones que tienen gran aplicación en las matemáticas. 


Y 6. LIMITE DE LA FUNCION РЁ, 
CUANDO œ — 0 


La función 


el numerador, como el denominador de la fracción se reducon a cero. 
Veamos el límite de esta función, cuando z— 0. 


mr no está definida para z = 0, puesto que tanto 


o BA 
Fig. 43 
Consideremos una circunferencia de radio 1 (fig. 43); designemos 
por z, el ángulo central MOB, siendo 0 < z < ES En la fig. 43 so 


Limite de la función 202 


y cuando z— 0 47 


puede observar que: área A MOA < área del sector MOA < área 
A COA. a) 


Area д MOA =$ OA-MB = {--1-вепа = 3. sen a. 


2 
Area del sector MOA = d 04 АМ Е РИНЕ 4 
2 2 y 
Area д COA = Н i-l + чї. 
Suprimiendo el factor 1/2, la desigualdad (1) se escribirá así: 
вех = < tgz. 
Dividamos por sen z todos los miembros y tendremos: 
e Е 8 
вешт “созт 
о sea, 
1>222 >cosz. 
z 


Hemos obtenido esta desigualdad, suponiendo que z> 0. 


Teniendo en cuenta que кес =E y cos (2) = cos z, 


Pig. 44 


concluimos que la desigualdad también es válida para = < 0, Pero, 
Иш cos = = f, Шш 1 = 1. Por tanto, la variablo 2Z s, halla 


comprendida entre dos magnitudes que tienen 1 por límite, De este 
modo, de acuerdo con el teorema 4 del párrafo precedente tenemos: 


иш 8202 


o д 


=i. 


La gráfica de la función y = т: se expone еп la fig. 44. 
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Ejemplos: 
D کک ور‎ сш SBE. а وک‎ Et. 
0 2 za 2 (08. 40 2 200032 


sen (kz) 
$ (kz) 


» ویر‎ 2112 o Р وا‎ =ki=k (k=eonst). 
dne) 


(а= const, Baa const). 
$ 7. NUMERO е 
Examinomos la magnitud variable 


(+4) 


donde n es una variable creciente que va tomando los valores: 
Teorema 1. La aadi à (e +2 


entre los números 2 y 
Demostración. ta in binomio de Newton, podemos escribir: 


+) + Lo (e J+ 


Е сла E 


tiene su límite comprendido 


A E 
жы 4.2. п (5) y ® 
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Después de transformaciones algebraicas evidentes (1), obtene- 
mos: 


ав) 


+ 


ml-t FJ - @ 


De la última igualdad se deduce que la variable ( Ж 4) os 


creciente, cuando crece л. 
En efecto, cada uno de los sumandos crece al pasar del valor n 
al л + 4, es decir: 


ift 14 -) 
H(i ii A q): ote, y se agrega 


un término más. Todos los términos del desarrollo son positivos. 


Demostremos que la variable ( + 2) está acotada, Teniendo en 


openta.que ( -4) <1; ( э 1) ( =+ 2) <A; ete,, de la expro- 
sión (2) obtenemos la desigualdad 


‚ү 1 1 
(+1) <1+14 + 


q С с ңиш, 


1.2.3 


Considerando que 3 

A لے‎ 1, 4 

TIS 1234 ETE a 
podemos escribir 


(+) <+ +h +... + 
چ‎ Жү 


Los términos subrayados en el segundo miembro de esta desigual- 
dad forman una progresión geométrica que tiene por razón g = 


EN 
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1 z Р 
== y por primer término, a = t; por esto: 


(2) <+ [i+ ++ е 


= 


Por tanto, para todos п tenemos: 
( + 5 <3. 
Do 1а igualdad (2) se deduce que 
( + +) >2. 
у por tanto obtenemos las desigualdádes 
2< ( + 1) <з. B 
Así pues, queda establecido que la variable (+ ++) está acotada. 


Como la variable (4 + +) es creciente y acotada, tiene (según 


г teorema 7, $ 5) pues, su límite. Este límite se designa con la 
lotra e. 
Definición. Se denomina número e al límite*) do la variable 


4+ 4), cuando n > 00: 
Г 


e= lim (+ 1) к 
Conforme al teorema 6, $ 5, de la desigualdad (3) podomos dedu- 
cir que el número e satisface la desigualdad 2 < e < 3. 
Л teorema queda, pues, demostrado, 
El número e es irracional. Más adelante exponemos el método 
para su cálculo con cualquier grado de precisión. Su valor, con diez 


cifras decimales es: 
е = 2, 7182818284... . 


*) So puedo demostrar que (1-+ $)” e. cuando n > -+ o, sin no es 
una variable erociente. 


Матео e st 


Teorema 2. La función (e + 1) tiende al límite e cuando z tien- 
de al infinito: 


Demostración. Hemos establecido que ( + +) — e, cuando 
m- co, ві n toma valores enteros y positivos. Supongamos ahora 
que г tiende al infinito, tomando valores tanto fraccionarios como 
negativos. 

4) Supongamos que z — - оо. Cada valor de z se halla compren- 
dido entre dos números enteros positivos 

ngz<n+i. 
En este caso se cumplen las desigualdades: 
4 


ht, 
e 
(iy ">(1+2)>(1+ 5) 


Si z~» оо, es evidente que también n— со, Hallemos los límites 


de las variables entre los cuales se encuentra la variable 


a-a- 
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Por tanto, según el teorema 4, $ 5, se tiene: 
lím (1+ + е, @ 
o т 


2) Supongamos que z > — оо. Introduzcamos una nueva variable 
t= —(2 +1) o sea т = — (t + 4). Cuando £+ +00, tendremos 
que z+ —оо. Entonces 


ит (1+2)= lim (:-= ша (с) + 


>. ate t+1 irre TFI 
бу A 
= ia (H"a (1+5)"= 


ү 1 
= не (1+4) (+5) =e1=a 


El teorema queda demostrado. La gráfica de la función y 
se expone en la fig. 45. 


(+ 


Fig. 45 


Si on la igualdad (4) introducimos 2 = а, entonces tenemos 
æ — 0 (pero, а +0), cuando = — co, y obtenemos; 


1 
lim, (1-а =e, 
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Ejemplos: 
A EEE 


x lim (1+) =e. 


2 a (i) -w(i (i) (1 


=н (1+ а 14)" lm (02) 


Е 


3 la (2) tm (i+) "=a. 


о ма (Eua کج‎ Hia (irri) t 


а) а (ug) 


че (+) pa (а 


$ 8. LOGARITMOS NATURALES 


En el párrafo 8 dol “capítulo primero so ha definido la función 
logarítmica y = log, z. Como se sabe, el número a es la base de 
logaritmos, Si а = 10, entonces y зе denomina logaritmo decimal 
del número z e y se oscribe y = log л. En la escuela secundaria se 
estudian las tablas de logaritmos decimales, llamados también de 
Briggs, nombre del sabio inglés que los inventó (1556-1630). 

Los logaritmos que tienen por base el número е = 2,71828 ..., 
se Патап naturales о neperianos, en honor del matemático Neper 
(1550-1647), uno de los primeros inventores de las tablas de logarit- 
mos. Por consiguiente, si e” = z, entonces y se denomina logaritmo 
natural dol número =, y se escribe así: y = In z, en lugar de y = 
= log, х. (Véase las gráficas de las funciones y = In z e y = lg z 
en la fig. 46). Determinemos ahora la correlacion que existe entre 
logaritmos decimales y los naturales de un mismo número z. Supon- 
gamos que y = log z, o sea z = 107. 

Tomemos los logaritmos naturales de los dos miembros de la 
última ecuación, escogiendo е como base, y tendremos: In = = 


= y ln 10, de donde y = -yg ln г. Sustituyendo el valor de y ton- 
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гешоэ: 


inz. 


loga == 
A 


Lo que quiere decir que, cuando se conoce el logaritmo natural 
de un número z, se puede hallar su logaritmo decimal, multipli- 


cándolo por el factor М = 7y x 0,434294, valor que no depende 
1а 10 


Pig. 46 
de z. A este factor M se le denomina módulo o factor de transición 
de los logaritmos naturales a los decimales: 

log = = M Inz. 


AL introducir en esta identitud z = е, hallaremos Ја expresión 
del número M por medio de logaritmos decimales: 


loge = M (lne = 1), + 


Los logaritmos naturales se expresan en logaritmos decimales 
de la manera siguiente: 


miz 
donde $y = 2,302585. 


Observación. Existen tablas especiales para el cálculo do 
logaritmos naturales. 


$ 9. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES 


Supongamos que la función y == f (2) está definida para cierto 
valor zo y en cierta vecindad de centro en el mismo punto. 
Sea: yo = f (20). 

Si z recibe cierto incremento Az (positivo o negativo), y toma 
el valor х == zp + Az, la funcion y también resultará incrementada 
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en Ay. El muevo valor incrementado de la función será yo + Ay = 
= f (ж + Az) (fig. 47). El incremento de la función Ду se expresa 
mediante la fórmula 


Ay = f (zo + Az) — f (20). 


Y 


Fig. 47 


Definición 4. La función y = f (z) se conside 
el valor de x = zo (о еп el punto zo), si está defi 
dad del punto ту, (incluido el punto zo) y 


continua, para 
nida en cierta vecin- 


Иш Ay=0 0 
o, lo que es lo mísmo, 27° 
lim [/(zo + Az) — f (z)]= 0. e) 
aro 
La condición (2) se puede escribir así: 
lím f(z + Az) = f (д) 
5 аҹ 
lím (z) =f (zo)... 2) 
«> 


En lenguajo geométrico la continui 
dado significa que la diferencia de las ordenadas de la gráfi 
y = f (2) en los puntos zo + Az y z será, еп valor absoluto, arbi- 
trariamento pequeña a condición de que | Az | sea lo suficientemente 
pequeño. 
ы Ejemplo k Deacon ач que Ja fo función y = z? es contínua en ol punto 
вота, yo + Ay = (so + 82), Ay = (zo + 42392] 22962442, 
lim Ay= lím (250424. А22) 2: Иш z+ Иш Аг. Иш Az=0, 
эшчә К атыб аяз ено ахо 


independiente del modo en que Az tiende а cero (fig. 48a y 0). 


d de la función en el punto 
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Ejemplo 2. Comprobemos que la función y = sen zes continua en cual- 
quier punto arbitrario zy. En electo, „к 


уо= зеп zo, oF Ау = еп (20 Ал), 
Ay=sen (xo-+-87)—son zy=2 зеп Z -cos (+) S 


Y) 4x20, ay0 Y y <0, ay0 


@ 


Fig. 48 


Ya hemos visto que lim, зеп = 0 (ejemplo 7, $5). La función cos (+ $F) 


está acotada. Por consiguiente, 
lim Ay=0. 
Аке 


Del шїзшо modo se puede demostrar que cualquier función 
elemental fundamental es continua en cada punto en el que la fun- 
ción estó definida, 

Demostremos el siguiente teorema, 


Teorema 1. Siendo las funciones f, (2) y fa (2) continuas en el 
punto хо, su suma sp (2) = fa (2) + fs (2), también será función con- 
tinua en el mismo punto ту. 


Demostración. do со: 
Ja igualdad (2), podemos escri 


lim fi (0) =f, (ro, 
«+x 

lm fs (e) = fa (2o). 
«= 


Según el teorema 1 sobre límites, tenemos: 
lim p()= lim[f (2) +A D= lia A+ lim № (0) = 
2% «x хо 


mas fı (z) y fs (2), de acuerdo con 


== falze) + fa (zo) =p (ш), es decir, 
Ja suma эр (2) = fı (2) + fa (2) es una función continua, como se 
trataba de demostrar. 
Como corolario, observemos que el teorema citado es válido 
para cualquier número de sumandos. 
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Basándose en las propiedades de los límites, se puede demostrar 
también los teoremas siguientes: 

a) El producto de dos funciones continuas es una función con- 
tinua. 

b) El cociente de dos funciones continuas es una función conti- 
nua, si el denominador no se reduce a cero en el punto considerado. 

©) Si u = q (z) es una función continua para z = ду y si f (u) 
también es continua en el punto ио = q (xo), la función compuesta 
f lq (2)] será continua en el punto zo. 

Basándose en estos teoremas se puede formular el siguiente teo- 
теша. 

Teorema 2. Cualquier función elemental es continua en cada punto 
en el cual la función está definida. 

Observación. Dado que en la igualdad (2) 


lim f(z) = f (z), 
axo 


To= lim z, 
Eeri 


podemos escribirla así: 
Um (0) =f (lim 2), (9 
алы ои 
es decir, que рага hallar el límite de Ла función continua cuando 
z -> zo, basta sustituir el argumento z por su valor гу en la expre- 
sión de la función. 
„Ejemplo 3. La función у= es continua en cualquier punto zo, y por 
С la zh, 
= 
Ша лез. 


Ejemplo 4. La función у = зоп т es continua en cualquier punto, de donde 
=н ЖЖ YE 
Ма зөв а= sen zo. 
е 
Ejemplo 5. La función y=e* os contínua еп cualquier punto y por 
tantos lan е, 
Ejemplo 6. з 


ш E tn += 142%). 


п 


Ya que lira (14-2) %=e y la función In ез continua рата ¿>0 y, por lo tanto, 
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para z= e, se tiene 


E: 2 
Mm ай + аў* 1-=1а1 lin 4 + a) FJa е 
kA «= 


Definición 2. Se dice que la función y = f (2) es continua sobre 
el intervalo dado (a, 2), donde a < b, siempre que ésta sea continua 
en cada uno de sus puntos, 

Si la función está definida también en el punto z = а siendo 
lim / а) = f (a), se dice que on el punto z = а la función f () es 


continua por la derecha. Siendo Jim f (2) =1 (0), se dice que en el 


punto z == b la función / (2) es continua por la izquierda. 
Si la función f (z) es continua en cada punto del intervalo (a, b), 
lo es al mismo tiempo en los extremos de éste (por la derecha y por 
А izquierda, respectivamente) se dice que la función f (х) es continua 
en el intervalo o segmento cerrado la, bl. 


Ejemplo 7. La función y===* es continua en cualquier segmento [a, М, 
como se deduco del ejemplo 1 


Si en algún punto z == zo para la función у = f (z) no so cumplo 
por lo menos una de las condiciones de continuidad, es decir, 
рага z= zo la función no está definida o no existo el límite lfm f (z) 


о Меп lim / (z) +f (29) cuando а-а do una manera “arbitra- 


ria, a pesar de que existen las expresiones a la derecha y a la izquier- 
da, entonces la función y = 7 (2) es discontinua, cuando х = те. 
El punto z == ду se denomina, en este caso, punto de discontinuidad 
de la función. 


Ejemplo 8. La función y= es discontinua cuando ==0. En olecto, 
cuando z=0, la función no está definida: 


4 а 
o Ж lm 712o 


Es fácil demostrar que esta función es contínua para cualquier valor 
do z% 0, 


1 
Ejemplo 9. La función y=2% es discontinua on 2—0. En efecto, 


Mim 2%=co, lim 2*0. La función no está delinida on z=0 (fig. 49). 
Рет 0-0 
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Ejemplo 10. Examinemos la función {()= Ër. Si #0, ¡jp 
para z >0, at Por consiguiente, 


E Е 
е da, Tr e е N 


cuando z=0, la función no está definida. De esta mi 
que la función t=T es discontinua en z=0 (fi 


ra hemos establecido 


Y 


yat 


yo “| 
Fig. 49 Fig. 50 


Ejemplo 11. La función y=sen- examinada en ol ejemplo 4, $ 3, os 
discontinua en # =0. 


Delinición 3. Supongamos que la función / (2) tiene los límites 
finitos: lfm f (z) = f (zo + 0) y lim f (2) = f (20 — 0), que son 


Еко ЕД 
desiguales, es decir: lím f (+) + lim / (2), o el valor de la función 


1 (2) no está definido, cuando z = у. En este caso, el punto z = д, 
se denomina punto de discontinuidad de primer género. (Рага la fun- 
ción examinada en el ejemplo 10, el punto z = 0, es un punto de 
discontinuidad de primer género). 


$ 10. ALGUNAS PROPIEDADES 
DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 


En este párrafo examinaremos algunas propiedades de las fun- 
ciones continuas sobre un segmento. Estas propiedades las presen- 
taremos como teoremas cuya demostración no se da en este libro. 


Teorema 1, Si la función y = f (2) es continua sobre cierto segmen- 
10 la, Bl (a < z< Б), siempre se encontrará en este segmento por lo 
menos un punto z = z, tal que el valor de la función en dicho punto 
satisjaga la correlación 

Га) 216), 
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en la que z es cualquier otro punto del segmento, y se encontrará tam- 
еп por lo menos un punto т, tal que el valor de la función en el mismo 
satisfaga la relación 

16) <I, 


El valor de 1а función / (z) se llama valor mázimo de la función 
y = f (2) en el segmento la, | y el de la función f (2,) se denomina 
valor minimo de la función en el mismo segmento іа, b]. 


Y 


DRA DF 
Fig. 51 


Este teorema se enuncia brevemente asi: la función continua sobre 
el segmento а < х < b alcanza, una vez por ló menos, su valor mázimo 
М y su valor mínimo т. 

{ К, пыте geométrica de este teorema se representa en 
а fig. И. 

Observación. El teorema enunciado puede по ser cierto, debido 
а que entre los valores de la función mencionada pueden no existir 
los valores máximo y mínimo en el intervalo а < z < b, Si, рог 
ejemplo, examinamos la función y = = en el intervalo 0 < z < 1 
no hallamos entre sus valores el máximo, ni el mímimo. En теала 
esto debe ser así, pues no existe el punto extremo izquier 
que si tomamos cualquier punto 2* habrá siempre otro punto, ы 
ejemplo Z Z y más a la izquierda que 2*. Por la misma razón no existe 
el punto extremo derecho y, por tanto, no puede haber valor máximo 
ni mínimo de la función у = z. 

Teorema 2. Si la función y = f (x) es continua en el segmento 
la, b,), tomando en los extremos de éste valores de signos contrarios, 
entre los punto*a y b se hallará por lo menos un punto z = с, en el 
que la función se reduce a cero: 


10 =0, a<e<b. 

Este teorema tiene una sencilla кимы geométrica, 
La gráfica de la función continua y = f (2), que une los puntos 
M, la, f (a)l y Ma Ib, f (b), жени < УЧЫ > 0 (of (a) > 0 

y 7 (2) < 0), corta el eje Oz por lo menos en un punto (fig. 52). 
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Ejemplo, Sea la función y==2—2. Se tiene: р.р = — 1, йл = 6. 
Esta función es continua en el segmento [1,2]. Por tanto, en éste exis 
punto donde y = #*— 2 so reduce a сего. En efecto, у =0 cuando 


(ig. 53). 


Pig. 58 


Teorema 3. Sea y = f (2) una función definida y continua sobre 
el segmento la, b). Si en los extremos del segmento dado la función 
toma valores diferentes f (a) = A, f (b) = В, siempre se encontrará 


Fig. 54 Fig. 55 


un punto z = e, comprendido entre a y b, tal gue f (c) = p, cualquiera 
que sea el número y comprendido entre los valores А y В. 
Esto teorema se interpreta claramente en la fig. 54. En el caso 
dado, cualquier recta у = p cortará la gráfica de la función y = f (2). 
Observación. El teorema 2 es un caso particular del teorema 3, 
ya que, teniendo А y В signos contrarios, podemos tomar el número Û 
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como valor de y, y entonces p = 0 resultará comprendido entro los 
números Á y B. 


Corolario del teorema 3. Si la función y = f (2) es continua sobre 
cierto intervalo, tomando los valores mázimo y mínimo, se puede deducir 
que en el intervalo enunciado la función toma, por lo menos una vez, 
cualquier valor comprendido entre sus valores extremos, 

En efecto, supongamos que f (21) = M, f (22) = т. Según el 
teorema 3, en el segmento [z,, zz] la función y = f (2) toma cual- 
quier valor p, comprendido entro М y т. Pero el segmento [z,, 
se encuentra dentro del intervalo considerado, ер el cual está defi- 
nida la función f (z) (fig. 55). 


$ 11. COMPARACION DE LAS MAGNITUDES 
INFINITESIMA LES 


Supongamos que unas cuantas magnitudes infinitamente peque- 
ñas (infinitesimales) а, р, y, .. . son funciones de un mismo argu- 
mento z, y tienden а cero cuando = tiende al límite a о al infinito. 
Analicemos la tendencia de estas variables а cero, considerando la 
razón de las mismı 

En adelante usaremos las siguientes definiciones. 


Definición1.Si la razên Ê 


tiene un límite finito y distinto de 


cero, es decir, que lîm 2 = A %0 y, por tanto, lim = 1 0, 


ве dice que las infinitesimales а y р son del mismo orden. 


Ejemplo 1. Supóngase que a = z, B= sen 2z, donde # + 0. Las inti- 
шыша а у es del sal ea, а que Г 


[1 sen 2# 
E Ез. 


Ejemplo 2. Cuando z —> 0, las infinitesimales z, sen 3z, tg 22, 7 In (1 + z) 
son todas del mismo orden. La demostración es análoga a la del ejemplo 1. 
в 


Definición 2. Si la razón Ж de dos infinitesimales tiende а cero, 


es decir, si Im =0 (у на р = оо), entonces la infinitesimal р 
se denomina infinitesimal del orden superior que a; recíprocamen- 
de, a será una infinitesimal de orden inferior que B. 


+) Partimos de que la infinitesimal que sirve do denominador no se 
reduce a coro en alguna vecindad del punto a. 
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Ejemplo 3. Supongamos que а = z, р = zn, n > 1, 20. La ій. 
simal $ es de orden superior que la а, puesto que 
Иш = lim #1 =0. 
Бан 


Recíprocamente la infinitesimal æ es do orden inferior que la $. 
Definición 3. So dice que f es magnitud infinitamente pequeña 
de orden k respecto a а, si В y а^ son infinitesimales del mismo orden, 
es decir, si lim Ê = А #0. 
а 


Ejemplo 4. Sia = з, В = 2%, cuendo z— 0, la infinitesimal $ es una 
infinitesimal de tercer orden respecto а la infinitesimal œ, puesto que: 


25 
iiig- 
Definición 4. Si la razón do dos infinitesimalos Ê 
unidad, es decir, si tim Ê = 1, estas infinitesimales se denominan 


tiendo a la 


oquivalentes: y se escriben así: а ~ р. 


Ejemplo 5. Supongamos que а = z y В == sen т, donde z + 0. Las infi- 
nitesímales a y Ê son equivalentes, puesto que 


nz 
Ma mt. 


Ejemplo 6. Supongamos que а = z, В == In (1 -+ 2), dondo z-+0. Las- 
ا‎ В еи н 


ша LED g 


(vénse ojemplo 6, $ 9). В 
Teorema 1. Si а у В son infinitesimales equivalentes, su diferen- 

cla а — В es una infinitesimal de orden superior que las а y В. 
Demostración. En efecto, 


in ZÊ ım (12) 4 — tim Ê 1-1=0 
« « а 
Teorema 2. (Recíproco del anterior). Si la diferencia de dos infi- 


nitesimales а — В es una infinitesimal de orden superior que las: 
a y B, éstas son infinitesimales equivalentes. 
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Demostración. Supongamos que lim 
lím (| Ê 


=0, o ses, 1 — lim È =0, o bien, 1 = Шш Ê, os 
decir, аа f. 
Si lim £ se tiene lim (© —4) = 0, o bien im f =1, 
es decir, a œ B. 
Ej 7. Supongamos, = z, donde z -> 0. 
[as Aints ETE Нда 


Я 
a es una infinitesimal de orden Superior que а y В. En eS 


0, entonces: 


ла = лы a мын, 
Бии: ЕШ: 


РИ A а 
و“ و چ د‎ 


Ejemplo 8. Cuando 2 = со, las tofinitesimales a= Ê y fz. son 


equivalentes, puesto que su diferencia «—р = 75,5 — Û ез ш iati- 


ppop de orden superior que a y f. El límite de la талба а respecto 
a 
ور ور‎ EHu (ue) 
: 
Observación. Si la razón + dedos infinitesimales no tiene límite 


y no tiende al infinito, entonces $ y а no son comparables en el 
sentido mencionado anteriormente. 
Ejemplo 9. Supongamos que а=, fz sen , donde z-+0. Las infi- 


nitesimales а y B no son comparables, dado que su razón Ёш no 


tiendo a ningún límite finito, ni infinito, cuando z—»0, (véase ejemplo 4 $ 3). 


E Ejercicios para el capítulo Ш 
Calcular los limites siguientes: 


& иш “ЕЗ. Respuesta 4. 2. йа [2 sens cas 24-048 91. Respue- 
-f 
le: 2. 3 ا‎ R Respuesta: 0. 4. ш ( ++). Respuesta: 2. 
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Respuesta: $. 6. Um 20. Respuesta: 1. 
т. цы HEEE. Respuestas p. 8. li PERES. tt 


Res- 


puesta: $. 


3 

pa dogicaciones, Expresemos la fórmula (k4 19943349494 +1 poro 
в=1; 

DI 1043 1 

2= 3.2-32: 


A 

Sumando miembro a miembro, se obtiene: 
A 8422-4... << + (MA), 
aini 


(панава... Бла) (n+), 
de dondo 
aa... ED nF 
AE AE 
o Ма 51. Respuestas со. 10, Ша چ‎ 


Respuesta: 4. 46. lo 
ms И 


i ЗИ 
104 du du Я 
17. Ит, a: epee: 0. 18, Mim 


Respuesta! 1. 20. Иш 


Vifi 7 
(n es un número ontoro positivo). 21. а VETA. Respuesta: 4. 


251-3 . 2у% TP» 
2. па Уа. Карина: ЖУЗ, з, ш, үне. 


БЫТ] 
pl 
пане 3. 25, ма VETE, паана 


te: 4, 28, Mm METÎ. sespuerta: „со, i cuando sen. 
хта EL 


з 5н 
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э. Jim (УЗОРУ), Варын: O. 30. Иш «(уж ЕҮ—з). Re 
жаг 
taz 


‚не 


puesta: L cuando =->-+00, —со cuendo z-+—co. 31. Иш 
7 = 


а خا‎ 4 
son є nh 
‚ эъ ищ DELE. Respuesta: 4. 38. Па gg. Respuestas у. 


35. аз соц ғ. Respuesta: 1. 


э. Ma IESO. Respuesta: УЗ. 37, Um AE. Respuestas Z. 
ер (03) 


فخت و з=‏ 


ш (aa) 
ln Е + Res 


puesto: 2 оза. 40, lim TER . Respuesta: f. 41. иш (1+2). Ren 
o т a E 


puesta: өз, 42, lo (| 


+). Respuesta: A. 43, Ma (r) Respues- 


g 


ш: Lo 4a. ша (++4)"#*. Respuesta: e. 45. Mm qn а (+n). 

Respuestas А, 46. Ит (1+-созш)!'%®®, Respuesta: e. 47, Mm Bite), 
pa | 

Um (= |. Respuesta: e. 49. Ша (1 +3 tg? гу°°ш®=, 


e. o 


f А 
}". Respuesta: 1. м. иа BUES, 
а 


snas 
А cuendo ar Hoo, O cuando а-»—. 52. lim оңу. 


FL (0>4). Respuesta: +00 cuando 2 +00, 


Respuesta: Ө. 50, lim (cos 


лерше 


Respuesta; 


pom 


O cuando ==> —оо. 54. Itm nfa" — 1). Respuesta: Ina. 55. lm 


. Respuesta: 1. 


Determinar Îos Puntos de discontinuidad de las funciones: 
z= f 
a а а: PESE 
31. у= Enea: Perpuesta: Discontinuidad para 2 
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у 

59. Hallar los puntos de discontinuidad de la función у=1+2* y cons- 
truir la gráfica de esta función. Respuesta: Discontinuidad para #0 (y -> -+00 
cuando 2—-0+0, y-»1 cuando z— 0—0). 

60. Entre las infinitesimales (cuando x->0) siguientes: 22, V303), 
son 3z, 2zcosz ў igiz, зех, olijanso las infinitesimalos del mismo orden 
que la infinitesimal 'z, así como las de orden superior e inferior а z. Rer 
puesta; Las o del mismo orden son: зеп 3z y ze, las de orden 
superior 22 y 22 соз ў ig*z y la infinitesimal de orden inferior es Vz 1—2). 
Gi Eniro Ms ааваа indicadas (cunado 2> 0) Dallar las аал: 


males que son equivalentes a la infinitesimal а: 25002, 71822, z— 3r, 
VIAF, (+), 29430. Respuesta: biga, 28, ш (1). 


e $e y, 1—P 7 son dol 


62. Demostrar quo, cuando z=» 1, las ini 


mismo orden, ¿Serán equivalentes? Respuesta: Шш «98, por consi- 


guiento, las infínitesimales son de un mismo orden, рого no son equivalentes. 


CAPITULO Ш 


DERIVADA Y DIFERENCIAL 


$ 1. VELOCIDAD DEL MOVIMIENTO 


Examínemos el movimiento rectilíneo de un cuerpo sólido, 
por ejemplo, ol do una piedra lanzada verticalmento hacia arriba 
o el de un pistón en el cilindro de un motor. 

Haciendo abstracción de las dimensiones y configuración con- 
crotas del cuerpo, imaginómoslo en adelante como un punto móvil М. 
La distancia s del punto móvil, que зе mide a partir de cierta posi- 
ción inicial Mo, dependerá del tiempo t, es decir, ғ será función de t: 

s= f(0. a) 

Supongamos que èn un instante dado* ¢, el punto móvil M se 
encuentro а la distancia s de la posición inicial Mọ y unos instan- 
tos después, £ + Af, зе encontrará en la posición Mı, a la distancia 
s+ As de la posición inicial (fig. 58). Por consiguiente, durante 
el intervalo de tiempo At el espacio recorrido s ha cambiado en una 
magnitud As, Se dice que, en este caso, en el intervalo de tiempo 
At la magnitud s adquirió ol incremento As. 

Consideremos la razón A. Esta representa la velocidad media 
del punto durante el tiempo At: 


As 

meS. 
М @ 
Sin embargo, la velocidad media no puede caracterizar, өп todos 
los casos, con la debida precisión, la rapidez del desplazamiento 
del punto М en el momento {. Así, por ejemplo, si el cuerpo al co- 
mienzo del intervalo Аё se desplaza con rapidez, mientras que al final 
de éste lo hace lentamente, la velocidad media no podrá reflejar 
estas peculiaridades del movimiento del punto y darnos una idea 
correcta de la velocidad real de su movimiento en el instante t. 


+) Aquí, y en adelante, el valor concreto do una variable lo desi 
жа шн озая para la propia умайы e 


Velocidad del movimiento e 


Para expresar la velocidad real con mayor precisión, sirviéndose de 
la velocidad media, es necesario tomar un intervalo de tiempo Ar 
menor. El límite hacia el cual tiendo la velocidad media, cuando 
At— 0, caracteriza de la manera más completa la velocidad del 
punto en el instante ¢. Este límite se Паша velocidad del movimiento 
en el instante dado: 


S (8) 


v= Иш 
ao 


Así, pues, la velocidad del movimiento en el instante dado se Паша 
límite de la razón del incremento del espacio recorrido As al incre- 
mento de tiempo At, cuando éste último incremento 


tiende a cero. 
Desarrollemos la igualdad (3), 
Como m 
45] 
dr (c+ лд —1@ ИІ 
obtenemos е 


que será la velocidad del movimiento по uniforme. Юе Fie. 56 
ésto moda vemos que el concepto de velocidad del mo- 
vimiento no uniforme está estrechamente unido al de limite, Sólo 
a través del concepto de límite se puede determinar la velocidad 
del movimiento no uniformo. 
Do la fórmula (3) se deduce quo v no depende del incremento de 
tiempo Af, sino del valor ¢ y del carácter de la función f (f). 
Ejemplo. Hallar la velocidad dol movimiento uniformemento acelerado 
en un instante arbitrario ¢ y оп ol t = 2 seg, зі el espacio recorrido en función 
del tiempo se expresa por la fórmula siguiente: 


4 
sl gn, 
e 


Solución. En ol instante £ so tiene: af gi, y on ol instante М 


tondremos: 


+= e+ E (++ м). 
Caleulemos ahora А; arepa gm м мау! 


dromos la razón 


0 Derivada y diferencial 


Según la definición de volocidad tenemos: 
м 1 
#=д ара (e+ ess) и 


Así pues, la velocidad en un instante £ cualquiera es v= gt. Cuando 
1> 2 tenemos (lema = g-2 = 9,8-2 = 19,6 твар. 


$ 2. DEFINICION DE LA DERIVADA 
Sea 
у= 10), (0) 
una función definida en cierto intervalo, A cada valor del argu- 
mento z en este intervalo corresponde un valor determinado de la 
función y = f (2). 

Admitamos que el argumento z tome un incremento Az, (posi- 
tivo o negativo, no importa). Entonces, la función y tomará cierto 
incremento Ay. De este modo: 

al valor del argumento = le corresponde y = f (z), 

al valor del argumento z+ Az le corresponde y + Ay = 
= f @ + Az). Calculemos el incremento de la función Ay: 

Ay = f(z + Az) — f (2). (2) 

Voamos la razón del incremento de la función al del argumento: 


dy іе Ад) 10) a 
Az Az 
Hallomos el límite de esta razón, cuando Ar— 0. Si existe 


este límite se llama derivada de Ја función dada f (2) y se 
por f (z). Según la definición tenemos: 


= im 2 
ram ДД». 
о ses. 
= ка !@+АӘ9—/@ 
ra= Шт, e à 7] 


Por consiguiente, se Пата derivada de la función dada у = / o, 
tespecto al argumento z, el límite de la razón del incremento de 
esta función Ду al incremento del argumento Az, cuando éste 
tiende a cero de manera arbitraria. 
Observemos que en el caso general, 
ponde un valor determinado de la deri 
vada es también función de т. 4 


cada valor de # le corres- 
la # (z), es decir, la deri- 


Definición de la derivada и 


Simultáneamente соп la notación f (z) para la derivada se 
emplean también, otres designaciones, Por ejemplo: 


у ж ®. 


El valor concreto de la derivada, рага z = 
Г @ о уы. 

La operación que tiene por objeto hallar la derivada de la fun- 
ción / (2), ве Пата derivación de esta función (so usa también el 
término «diferenciación»). 

Ejemplo 1. Dada la función y = z*. Hallar su derivada ут 

1) en un punto cualquiera т, 

2) para z= 8. 

Solución. 1) Cuando el valor dol argumento es igual а z, у 
А valor del z+ Az, y+ ûy = (2 
al velos to es azdan У бу = et 


зе designa por 


з". Cuando 


incremento 
Aye (+ 42) zm 24z + (42)%. 
Ar. 
Formemos la razón $: 


Ay, 2 (Азу! _. 
+ 248%, 


3z 
Pasando al límite, encontraremos la derivada de la fanción: 


АУ г)‏ سا 
palim em Mar (22-да) m2.‏ 


Así, pues, lo dorivada de la función y==" on un punto cualquiera so 
expresará por: 
Vds. 
2) Para x8 obtendremos: 
иа 2:3=6, 
Ejemplo 2. 
E y; hallar y’. 


Solución. Como en el ejemplo anterior, tendremos 


Faz’ 
qua ==... ү 
Fan 
ed Ау فت 4 چ‎ 
"== -lm [аа] 


7 Derivada y diferencial 


Observación. En el párrafo anterior se estableció que, si el 
espacio s recorrido por el punto móvil, en función del tiempo t, 


viene dado por la fórmula - 
s=1f(, 
entonces la velocidad v en el instante ¢ se expresará por la fórmula; 
"= la o на 2680—70. 
armo At aro м 
Por tanto, 


v 


=f (0, 
es decir, la velocidad es igual a la derivada* del espacio respecto 
al tiempo £. 


$ 3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 


Hemos llegado al concepto de derivada, examinando la veloci- 
dad del movimiento de un cuerpo (punto), es decir, partiendo de 


Fig. 57 Pig. 58 


razonamientos puramento mecánicos, Ahora daremos a la derivada 
otra interpretación, la geométrica, también muy importante. 
Para ello es necesario, ante todo, definir la tangente a una curv: 
en un punto dado. М 
Sea una curva у un punto fijo М» en ella. Tomemos en la curva 
otro punto М, y tracemos una secante MoM, (fig. 57). Si el punto 
M, se aproxima ilimitadamente al punto Mo, desplazándose рог 
la curva, la secante MoM, ocupará las diversas posiciones MoM, 
MoM, etc. Si, соп la aproximación ilimitada del punto М, рог la 
curva al punto М» (independientemente del lado por el que se 
aproxima), la secante tiende a ocupar la posición de una recta deter- 


*) Cuando decimos «derivada respecto a z» о «derivada respocto al tiempo t», 
tenemos en cuenta que, al hallar la derivada, la variable z о ol 
tiempo £, etc., se consideran” como argumentos. 
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minada MoT, esta última se llama tangente a la curva en el pun- 
to Mo (ol concepto «tiende а ocupar» se precisará más adelante), 
Examinomos la función f(z) y la curva correspondiente, 
v= f(z 

en el sistema de coordenadas rectangulares (fig. 58). A cierto valor 
de z le corresponde un valor de la función y = / (2). A los valores 
dados de z e y les corresponde en la curva el punto М, (z, y). Domos 
al argumento z un incremento Az. Al muevo valor del argumento 
ж + Az le corresponde un valor «incrementado» de la función 
y + Ay = f (z + Az). А esto último lo corresponde ед la curva el 
punto М, (z + Az, y + Ay). Tracemos la secante MoM, y des 

nemos por Ф el ángulo formado рог la secante y la dirección posi 


va del eje Oz, Formemos la razón g. De la figura 58 se deduce que: 


Ay 
Mo 4) 
eo 0) 


Cuando Az tiende а cero, el punto М; se desplazará а lo largo 
do la curva, aproximándose al punto Mo. La secante MoM, girará 
alrededor del punto Mọ y el lo p variará, al variar 42. Si, 
рага Az->0, el ángulo Ф tiendo a cierto 
límite a, la recta que pasa por el punto Mo y 
у que forma con la dirección positiva del eje 
de abscisas el ángulo a, será precisamente la 
tangente que se busca. Sin dificultad hallare- 
mos el coeficiente angular de esta tangente: 


Ay 
tga= lím tgp= Иш = = “ 
ыш: мА 


Por tanto, 
1) = ша, @ кен 

es decir, el valor de la derivada f' (z) correspondiente al valor dado 
del argumento z, será igual a la tangente del ángulo formado por la 
dirección positiva del eje Oz y la tangente a la curva de la función 
f (2) en el punto correspondiente Mo (=, y). 

з tangentes de los ángulos de inclinación de la linea 

en los pantos 


M7 $): ми— D (ig. 0. 
Solución. En virtud del ejemplo £ $ 2, se tiene: у' 22; entonces: 


чату = tga=y' ане 2. 


А Derivada y dtferenctal 


$ 4. DERIVACION DE LAS FUNCIONES 
Delinición, Si la función 
у=) (0) 
tiene derivada en el punto z = л, өз decir, si existe 
Ay xo + Az) — f(z 
иа 2% tim 19440 160) 

Еге) “Az Ч 8 
se dice que para el valor dado z = 2, la función ез derivable o, lo 
que es lo mismo, tiene deriv: 

Si la función es derivable en cada punto de un cierto segmen- 


to la, В] o intervalo (a, b), se dice que la función es derivable sobre 
el segmento la, b] o, respectivamente, en el intervalo (a, b). 


Teorema. St la función y = f (2) es derivable en un punto z = Zo, 
será continua en este punto. 


En efecto, si 
г. РЕ 
Ша =f e, 
se tiene: 
Mr 
Az 


donde y es una magnitud que tiende a cero, cuando Az» 0, Pero 


en este caso 

Ay =f (zo) Az + Az; 
de dondo so deduce que Ay — 0, cuando Az—» 0, lo que quiere decir 
que e на J (2) es continua punto zo (véase $ 9 del capi- 
tulo ID. 

De este modo, en los puntos de discontinuidad la función no puede 
tener derivada. La recíproca no es cierta, es decir, que de la continui- 
dad de la función y = ў (z) en cierto punto z = zp no se deduce que 
en este punto la función es necesariamente derivable: la función / (z) 
puede no tener derivada en el punto xo. Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo £. La función tî dofínida en el 0, 2] de la 
is % 102) está dofínida en el segmento [0, 2] de la manera 


102) ==, cuando 0<2<1, 
1а) =22—4, cuando 1< = <2. 


Esta función no tiene derivada еп z=f, aunque es continua ер 
esto punto, 
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En efecto, cuando Az >O, so tiene: 


tütar {2@+А#)—11—[2-1—4] 24z 
2 E چیہ‎ ma 


lîm 
asao 


cuando Аз < 0, obtenemos: 
1@-+5)—/@) _ Art jim تھ‎ 
= a lim ES lim =1. 

Es decir que esto límite 
que en el punto = = 4 la 


y 


lím, 
[к 


Fig. 60 Fig. 61 


significa que оп el punto z == 1 la » dada no tiene tangente dotorminad: 
en Ea continuidad de la función en el punto z = 1 se deduco de lo siguion 


Ay=Az, cuando Az < 0, 
Ду = 23z, cuando Аз >0. 
Por tanto, en ambos casos Ay > 0, cuando Az =. 0. 


Ejemplo 2. La función y = ў т, cuya gráfica se muestra on la fig. 61, está 
definida y es continua para todos los ve do la variable indopondiento, 
Veamos, al esta función tiene derivada en el punto = = 0. Hallemos los valores 
do la función on z= 0 y еп z= 0-+ Az. Cuando x == 0, tenemos y = 0. 


Cuando z= 0 + Az, y + ду = Ў (83). 


Por consiguiente, 
лу=ў бт). 
la razón del incremento de la función al del 


Hallemos el límite de 
argumento: 


iim Moa tí LES ца سے‎ о. 


а&хэ0М asmo AZ مجه‎ P Ал 
Así pues, la razón del incremento de la función al dol argumento tiendo al in! 
ito en “el punto x = 0, cuando Az — 0, y, рог tanto, no tiene límite. Рог 
consiguiente, esta función no es derivable en el punto x = 0. La tangente 


+) Según la dolinición de derivada, es necesario que la razón 22 tienda 


a un mismo límite, cuando Az— 0, indepondientemento de la manera en que 
Az tiendo a cero. 


т. Derivada y diferencial 


a la curva en este punto forma con el eje de abscisas un ángulo 5, es decir, 
coincide con el eje Oy. 


$ 5. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES. 
DERIVADA DE LA FUNCION у=", 
SIENDO n» ENTERO Y POSITIVO 

Para hallar la derivada de una función dada y = / (2), basán- 
dose en la definición general de derivada, es necesario: 

4) dar al argumento z un incremento Az y calcular el valor 
incrementado do la función: 

y + Ay = f (z + Аа); 
2) hallar el incremento correspondiente de la función: 
Ay = f (z + Az) — f (0; 
3) formar la razón del incremento de la función al del argumento: 


we +. 
Az Ах 


4) calcular el límite de la razón mencionada, cuando Az — 0: 
к= iim Y иш 661 


ao o 


Este método general de cálculo de derivadas lo emplearemios para 
obtener las derivadas de algunas funciones elementales. 
Teorema. La derivada de la función у = 2" en la que п es un 
número entero y positivo, es igual a nz” es decir, 
siendo y—=2", [ш] 
Demostración. Sea la función 
y=r. 
4) Si z adquiere un incremento Аз, se tiene: 
y+ бу==(к-+ Аа)". 
2) Según el binomio de Newton tenemos: 


Ay= (z+ Ад)" а" = з:^ Y gr'aet 


+28 ar + а а" 


(n 


)+ .:. + )ہے PO‏ “کہہے یھ 
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3) Hallamos la razón: 


BY سے‎ RD nn pz p-s, 
iS +... +(42) 


4) El límite de esta expresión será: 


= lím [+ ===, 
ЕЙ 
Por consiguiente, y” = nz"-*, lo que se trataba de demostrar. 
Ejemplo 4. 
ymz, y 520—150. 
Ejemplo 2. y = z, j’ = tzl=!, y'= 1, El último resultado tiene una 
interpretación geométrica muy sencil la línea tangente a la recta y = z 


coincido con esta recta, sea cual fueso el valor de z, y, por tanto, forma con 
la dirección positiva del eje Oz un ángulo cuya tangento оз igual a 1. 


Observemos que la fórmula (1) es válida también, cuando п es 
negativo o fraccionario, como comprobaremos en el $ 12. 

Ejemplo 3. у= Vz. 

Representemos esta función en forma de potencia 


yá. 
la fórmula (1) (teniendo en cuenta la observación que acabamos 
de hacer), obtenemos: 


1 
Ж 


=} 


Ejemplo 4. y= 72 
Representemos y en forma de función potencial 


Entonces, 
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$ 6. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y = зеп 
у= 2 
Teorema 1. La derivada de sen x es соз z, es decir, 
И si y = sen z, И = соз л. (ш) 


Demostración. Demos al argumento z un incremento Az, enton- 
ces: 


4) y -+ Ay = sen (z + А2); 
2) A= sen (z+ бу) —sonz = 20n оаа 
Az 2) 
20022, 
min(e); 


2зеп 22 со (++) son 22 
магт) 2 


A 2 
к ت‎ e 
2 
Az 
ИС: 
=e e, e (e+ 
2 


pero, puesto que 


so tiene: 
y= lím cos (2425) ооз. 
aro 2 


Esta igualdad se obtiene, teniendo en cuenta que cos z es una 
función continua: 
Teorema 2. La derivada de соз = es—sen z, es decir, 
si у = сов 2, Y = —sen z. (ш) 
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Demostración: Demos al argumento z un incremento Az. Entonces: 
y + Ay =cos(z + Az); 
LEA e Лен. Е 


Ay = cos (z + Az) — соз: == — 2зеп У 


- — 2son sen (+ 


А Ay 
= И == Иш — 
A 


Ar 
= کے +) د وال‎ 


y, teniendo en cuenta que зеп = es una función continua, finalmente 
tenemos: 


y = —sn z. 


$ 7. DERIVADAS DE UNA MAGNITUD CONSTANTE, 
DEL PRODUCTO DE UNA MAGNITUD CONSTANTE 
POR UNA FUNCION, DE UNA SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE 


Teorema 1. La derivada de una constante es igual a cero, es decir, 
si y = С y С = const, se tiene у = 0. av) 


Demostración. у = С es una función de z tal que todos sus 
valores son iguales а С para cualquier z. 
Por tanto, cualquiera que sea el valor de z, se ties 


у=) = С. 
Demos al argumento z un incremento Az (Az 56 0). Como la 
función y conserva el valor C para todos los valores del argumento, 


se tiene 
y + ду =f (z + Ax) = С. 
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Esto фойеге decir que el incremento de la función es igual а cero: 
бу = f (= + Az) —1 (2) =0. 
La razón del incremento de la función al del argumento es 
du 
Az 


0, 
у, рог tanto, 
PERRE 
= Mm 2..0; 
aa r 


es decir, у = 0. 

Este resultado tiene una sencilla interpretación geométrica. 
La gráfica de la función y = C es una recta paralela al eje Oz, Por 
tanto, la línea tangonto a la gráfica coincide con esta recta en cada 
uno de sus puntos y, como consecuencia, forma con el eje Oz un 
ángulo cuya tangente у es igual a сего, 


Teorema 2. El factor constante se puede escribir fuera del signo de 
derivada, es dectr, 


si у= Си (т), donde С =const, entonces у = Си (т). (У) 
Demostración. Razonando como en el teorema anterior, tenomos: 
y=Cula), 
y + ду Сие An, 
Ay = Cu (e + Аа) — Cu (2) =C [u (£ + А) —u (a) 
Мм c+ Anula 
Az Az 


dy ,ل‎ ез десі, у == Си (л). 


/= lim Lac р 
م‎ ao 


+ 
Ejemplo 1. yd e, 
‚ышы. 


a (rt, 
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Teorema 3. La derivada de la suma de un número finito de las 
Tunetones derivables es igual a la suma de las derivadas de estas fun- 
ciones*). 

Por ejemplo, en el caso de tres sumandos tenemos: 

y = u (2) + v (2) + w (z); у = u (z) +v (z) +w (2). (VD 

Demostración: Para los valores del argumento т se tiene: 

у= и+ь + ш 
(para abreviar, omitimos z en la designación de la función). 
Para el valor del argumento z + Ат tenemos: 
y + Ay = (и + Au) + (v + Av) + (w + Аш); 
donde Ay, Au, Av y Aw son incrementos de las funciones y, u, v y w, 


que corresponden al incremento Az del argumento z. Por con- 
siguiente, 


Ау Аи, Ар, Aw 
= диф А „ AS А», 
Ay + Av + Av, ا‎ 


FM и Иа 2%. Ма Es lim A 


ar>oAz ватой атола лето Az 
6 
y =u (2) + v (2) + ш (2). 
Ejemplo 2. yati, 
be. 
vs (273) 3.40. 
es decir, 


> 

Teorema 4. La derivada del producto de dos funciones derivables 
es igual al producto de la derivada de la primera función por la segunda, 
más el producto de la primera función por la derivada de la segunda, es 
decir, si y == uv, entonces у == uv + uv. (уп) 


Demostración. De un modo análogo al teorema anterior, obte- 
пешов: 


(u + Au) (v+ А) — из = Auv ио + Au Av, 


*) Га е: Мба y = и (z) — v idéntica a la sión y= u (2) 
je CJ J pol Tiia е етан 


+ igui 
y = (8) + (—4) (BF = ши (4) + [— o (90 = w (2) — Y (2). 


6534 a 
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2, 


Av Av 
и lim 4029 
Ае Тыта Ар эштә ДЕ 
ы Av Av 
= иш 224 нщ Аи Mm 42 
(ое) он e ва и дё 
ya que u y v по dependon de Az. 
Analicemos el último término del segundo miembro 


lim Аи Иш 42, 
aama ad 
Puesto que la función u (z) es derivable, será también continua, 
Por tanto, Nm Au = 0. Además 
5 


Дый 
ша Ая ушы, 
дее 


Así, el término examinado es igual а cero y en definitiva tenemos: 
У = uv + uv 

Basándonos en el teorema demostrado se deduce fácilmente la regla 

la derivación del producto do cualqı número de funciones. 
tenemos, por ejemplo, el producto de tres funciones 

у = ишо, 

entoñces, representando el segundo miembró como producto de 

и y (ош) obtenemos: у = w (vw) + u (vw) = u'vw + u (Уш + 

+ vw) = u'vw + шуш + uw. Do la misma manera se deduce 

una fórmula análoga para la deri del producto de cualquier 

número (finito) de funciones, Es decir, si у = шиз...и,; tenemos: 

Y = Ula. . Чала UU. + Uan F + шша 

Ejemplo 3. Si y==*s0n=, se tiene: 
y! =(22)' геп 24-22 (son =)’ = 2z son = + zoos 2, 


Ejemplo 4. Si y= У sen = созт, se tiene; 
w=(V2) sen = сов: 4 VZ (sen г)' соз + VF sen £ (cos z)' = 


gen osz + VE cosz coss Ута (een 2) 


И send 
=> sen т соз 24 VF (cost x— sen? z) — ya Уш. 


2Vz 
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Teorema 5. La derivada de una fracción (es decir, del cociente de 
la división de una función por otra) es igual a otra fracción que tiene 
por denominado el cuadrado del denominador de la facción dada зури 

or la 


numerador, la diferencia entre el producto del 
нены pedi уч Ир күн la derivada del 


denominador; es decir si y =  , se tiene y = EZ, (ҮШ) 


Demostración. Si Ay, Au y Av son los incrementos de las funcio- 
nes y, и, v que corresponden al incremento Az del argumento т 


entonces se tiene: 


и+ дии оди ид 


a= A 
v+do ъф А) 
vdu—ubo du, Av 

аа м 

Az ТҮҮ] v(v+ Ay) * 

Au 


Ay Az 
у= Ша Y= Нш ےگ‎ 
Актах armo р(р-+_ Av) v lim (р+ Av) 
armo 
Observando que Av > 0, cuando Az — 0*), obtenemos: 


y 
=з 


Ejemplo 5. Si y= 


ya (El ے ')0092( 7ع وھ‎ Bo ووو ڈت ع وم‎ z 
a т кз... РЫ 


Observación. Dada una función del tipo 
ےر‎ 


£ 


1 denominador С ез una constante, para derivar esta fun- 
falta recurrir а la fórmula (VIII); en este caso es más 


Jim А» = 0, ya que la función ща) es derivable y, por consiguiente, 


continuas” 


а 
sr + tendremos: 


eS 
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conveniente la fórmula (V): 
> e a 
=) ( 


Es obvio que este mismo resultado se obtiene, aplicando Ча 
formula (ҮШ). 
«зе 


Ejemplo 6. Si y=, tendremos: 


‚(оозгу _ _ вех 
y .چ ےکچ‎ 


$ 8. DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA 
Teorema. La derivada de la función loga z es igual a È loga e, es 
decir, si y = logaz, se tiene у = оле ах) 
Demostración. Supongamos que Ay es el incremento de la fun- 


ción у = log, т, correspondiente al incremento Az del argumento z. 
Entonces: 


y + Ay = log, (2 + Az); 
Ay = loga (z + Аз) — loga × ت‎ log, 22-82 + + ы), 


aL ы) 
Ат )س‎ + E 


go y dividiendo рог т el segundo miembro de la última 
igual lad” obtendremos: 


5 
seet) (+) 


a Faz 
Designomos por аЛа magnitud $ „Рага un valor dado de z, a > 0, 
si Az=>0, Por tanto 
М 


= £ log, +0) 


Az 
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Sin embargo, como se sabe, ($ 7, cap. П), 
٤ 
in AS +a) = 


Si la expresión que še halla bajo el signo de logaritmo tiende 
al número e, el logaritmo de ésta tiende hacia log, e (en virtud de 
Ja continuidad de la función logarítmica). Según esto, tendremos en 
definitiva: 


1 +i 
dim loga (1+ a)" == loga e. 


Considerando que loga е = ptz, la fórmula obtenida puede escribir- 
se como sigue: 


ЕТЕ 
У аа, 


Veamos el siguiente сазо particular. Si en esta fórmula а = е, 
ln a = In e = 1, es decir, cuando y = In z, se tiene 


у= 4. (х) 


$ 9. DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA 


Supongamos y = f (z) una función compuesta, өв decir, una 
función tal que pueda ser representada on la forma siguiente: 
y = F (u), и = Ф (2) 
o у= Еф (2)1 (cap. 1, $ 8). La variable и еп la expresión y == (u) 
se denomina argumento (variable) intermedio. 
Establozcamos la regla de derivación de una función compuesta. 


* Teorema. Si en cierto punto = la función и = Ф (z) tiene por 
derivada их = Ф (2) y la función у = F (u) tiene por derivada y, = 
= F" (u) para el valor correspondiente de u, la función compuesta 
y = F lq (2)1 en el punto dado z tendrá también derivada, cuya expre- 

sión será: 


fa = Р, (u) Ф (2), 


donde u debe ser sustituida por u = y (z). La fórmula obtenida se puede 
ezpresar en forma abreviada, como sigue: 


Ya йы 
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es decir que la derivada de una función compuesta es igual al producto 
de la derivada de la función dada respecto al argumento intermedio u por 
la derivada del argumento intermedio respecto а =. 


Demostración. Para ún valor determinado de z, se tiene: 
u=9()y=F(. 
Para el valor incromentado del argumento z + Az, tenemos: 
u+ Au = ọ (z + Аз), y + Ay = F (и + Аш). 


Al incremento Az le corresponde el incremento Au, al que, 
a su vez, corresponde el incremento Ay; además, cuando Аг + 0, 
Au y Ay tenderán también a cero. Según la hipótesis: 


ГИ 
иш A yo. 
ET ah 


берйп la definición de límite, obtendremos (рага Au 9 0): 


yy +a o 


donde a -+ 0, cuando Аи = 0, Escribamos la ecuación (1) en la forma: 


Ay = ya Au + a Ми. B 


Soa cual fuese a, la ecuación (2) se verifica también para Au = 0, 
puesto que se convierte en identidad, 0 = 0, Cuando Au = 0, 
suponemos que a = 0. Dividiendo por Az los dos miembros do la 
ecuación (2), tenemos 

Ay y Аш. du 
2 د رر ے‎ раби E 
e Ж +a T (9) 


Según la hipótesis: 


Au 
Иш —=u, =0. 
dan و‎ 


Pasando al límite en la ecuación (3), cuando Az — 0, hallaromos: 


Ya = Yala (4% 

Ejemplo 1. Dada la función у= зеп (2), hallar уз. Intorpretemos la fun- 
ción propuesta como función de función: 

Рея 


‚=? 


a, 


Tenemos yi, = со: 
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Por tanto, según la fórmula (4): 


nen 
y sustituyendo u por su expresión, obtenemos en definitiva: 
ya==2 оов (г). 
Ejemplo 2. Dada la función у= (1а 2)9, hallar y,. Representemos la fun- 
ción propuesta de la forma siguiente: 
ути, uns. 


cosu-2z 


Tenemos 
nasa, ші. 
Por consiguiente, 
y 3 pt. 
Si la función y == f (z) os tal que puede ser representada еп la forma 
у=Р(и), u=q(0), v=p(m), 


su derivada y se obtiene, aplicando sucesivamente el teorema anterior. 
Sabemos que 


V= Иш 
Aplicando el mismo teorema para hallar uz, tenemos: 
Uge шш, 
y sustituyendo en la primera igualdad el factor u% por su expresión, 
obtenemos: 
Vim yas (5) 
6 
= Fis (u) qo (v) va (2). 
Ejemplo 3, Dada la función y=son [(ln =)*), ballar yz. Ropresentemos 
la función propuesta en la forma 


y=ænu, и) 


к=з. 
Tenemos: 


Yi =cosu, ada, aL. 
Por tanto, según la fórmula (5): 


nenesou, 
y finalmente: 


у= (0239-3029. 


Hay que tener en cuenta que la función examinada está definida sólo 
cuando = 
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$ 10. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y = lg v, 
v= оша у= 1а] 
Teorema 1. La derivada de la función y = tgz es igual а ziy: , 


es decir, si y = tgz, Y (xD 
Demostración. Sea 
sonz 
у= 


созт 


de Ја fórmula р ivar fracciones (véase fórmula (VIII), $ 7, 


capítulo Ш), se ti 


у= وع وی‎ —sonz(cos2)' ے‎ соза соза — зеп х(— senz) _ 


соз costa 


oz ےھ‎ f: 
ofz 


сой 
Teorema 2. La derivada de la función у = со 2: es igual a— ы =. 
es decir: 
si y=cotgx, y =— (KID 
Demostración. Sea 
se tendrá 
‚ _ (C092) senz —cos (sema) _ —senzsenz —cosacosz _ 
sen z seno 
зеп совт 4 
seno ES 


Ejemplo 1. Si y=1g Vz, 


н ЕН 
соз 
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жен 2. Si y=Incotgz, 
1 1 
o (sz 


Fig. 62 


Teorema 3. La derivada de la función y = In | z | (fig. 62) es 


Igual al в decir, 


si y=lalzk y=t. (хш) 


Demostración. a) Si z > 0, se tiene |z | = =, In lz | = lns, 
y por tanto: 
ҸЕ 
s= 
b) Supongamos que z < 0. Entonces || = — #. Pero 
In |z| = In (2), 
febservemos, que si £ <O, e> 0). 
nterpretemos la función y = In (—z) como función compuesta, 
haciendo 
у= шит r. 
Entonces, 


и 


da ¿== E. 


Do este modo, para los valores negativos de z también se veri- 
fica la igualdad 
8 
Jx ra 
Por tanto, la fórmula (XIII) queda demostrada para cualquier valor 
de 25 0 (para т = 0 la función In | z | no está definida). 
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$ 11. FUNCION IMPLICITA Y SU DERIVACION 
Supongamos que los valores de dos variables, т ө y, se encuentran 


ligados mediante una ecuación que, simbólicamente, escribire- 
mos asf 


F (z, y =0. (0 


Si Ја función у = f (z) definida en cierto intervalo (а, Б) es tal 
quo, al sustituir y en la ecuación (1) por la expresión f (z), la ecuación 


Y y 
z7 сас 


Fig. 08 Fig. 64 


se convierte on una identidad respecto а z, la función y = f (z) 
recibe el nombro de función implicita determinada por la ecuación (1). 
Por ejemplo, la ecuación 


#+и—@=0 B 


determina implícitamente las siguientes funciones elementales 
(figuras 63 y 64): 


y=V*-2 (3) 
у= УФ 2. А 4 


En efecto, al sustituir y por sus expresiones en la ecuación (2), 
la convertiremos en identidad, es decir 


(0 2) 0 0. 


Las expresiones (3) y (4) ве han obtenido mediante la resolución 
de la ecuación (2) respecto а y. Sin embargo, no toda función dada 
implícitamente puede ser representada en forma explícita, es decir, 
en forma y = f (2)*, donde f (z) es una función elemental. 


*) Si la función viene 
еп forma explícita о qu 


jada en la forma у < 
р! 


т кай Lo se dice que está dada 


Шаш 


Función implicita y su derivación a 


Por ejemplo, las funciones dadas por las ecuaciones 
#—у—2=0 


1 
Y—2—<seny=0, 


по pueden ser expresadas mediante funciones elementales; es decir, 
no Pueden ser resueltas respecto а y. 

Observación 1. Es necesario señalar que los términos «función 
explícita» y «función implícita no caracterizan la naturaleza de 
la función, sino la manera en que ésta viene йа; 

Toda función explícita, y = / (т), puede ser representada también 
en forma implícita, y — f (2) = 

Veamos cómo ве obtieno la derivada de una función implícita, 
sin transformarla en explícita, es decir, sin representarla en la 
forma y = f (2). 

Supongamos que la función viene dada por la ecuación 

Piyoa=0 

Si y ев una función de =, determinada рог la ecuación anterior, 

вм GOR una identidad. 

lerivar ambos miembros de la identidad respecto а =, con- 
E que y es una función de z, obtendremos (aplicando la 
regla para derivar función compuesta): 


2z + 2y = 0, 


de donde: 
Pas, 


Anotemos que, si derivamos la correspondiente función explícita 


у= 2, 


obtenemos: 


es decir, ol mismo resultado. 
Examínemos un ejemplo más de función implícita y en fun- 


ción de 2: 
-s-r =o. 
Derivemos respecto а z 
—y—2=0, 
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y hallamos 


к= 


Observación 2. De los ejemplos citados se deduce que, si se trata 
de hallar la derivada de una función implícita para un valor dado 
del argumento =, es preciso conocer primeramente el valor de la 
función y para el mismo valor dado de 2. 


$ 12. DERIVADAS DE LA FUNCION POTENCIAL 
CON EXPONENTE REAL CUALQUIERA, 
DE LA PUNCION EXPONENCIAL 
Y DE LA FUNCION EXPONENCIAL COMPUESTA 


Teorema 1. La derivada de la función 2”, en la que п es un número 
real cualquiera, es igual a nz", es decir, 
si y=2", se tiene y == па", 9 
Demostración. Supongamos que = > 0. Tomando logaritmos 
do la función dada, tendremos 
ly = nln z. 


Derivemos ambos miembros de la ecuación respecto а z, con- 
siderando que y es función de z: 


Y Жү 4 
=n mn: 


Introduciendo aquí el valor y ==", obtenemos en definitiva: 
У == та". 

Es fácil demostrar que esta fórmula es correcta también, cuando 

т < 0, siempre que 2” tenga sentido*). 


Teorema 2, La derivada de la función а^, en la que а > 0, es 
igual а ач ln а, es decir, 
siy=a", y =a ma. (XIV) 

Demostración. Tomando logaritmos de la igualdad y = а^, 
se tiene: 


hy=zl0. 


*) Dicha fórmula ha sido demostrada ($ 5, cap. II) el caso en 
a ا ا‎ Dori Aba De ту йыл a 
para cualquier número constante п. 
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Derivemos la igualdad obtenida, considerando y como fun- 
ción de z. 


f = yina, 


t 
y 


y =a" Ina. 


» y obtenemos la fórmula; 
е. (ХІУ) 


Si la base ез а = е, entonces In e 
усе, y 
Ejemplo 1. Dada la función 


уе", 


Intorpretómosla como función compuesta, introduciendo el argumento 
Intermedio u: 

у=, uma; 
entonces, 


Ye”, um 2r. 


Por tanto, 
yr 2r. 


La función en la que tanto la base como el exponente son funcio- 
nes de х se Паша función exponencial compuesta, Por ejemplo, 
(son zp, zex, zx, (ln 2)* y, en general, toda función de la forma 

Г O mu.) 

Teorema 3. 

Si y =u”, entonces у == vu u “Fu lnu. (XV) 

Demostración. Tomemos logaritmos de la función y: 

lny =vin u. 
Derivando respecto a z la igualdad obtenida, tenemos: 
Ls E > 
y у=? +0 Inu, 


de donde: 
(лы). 
= 


Introduciendo Ја expresión у = и”, obtenemos: 
у= фии. 

е Tal función se suele Hamar: también exponencial potencial o potencial 

ezponencial ~ 
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Así, pues, la derivada de la función exponencial compuesta 
consta de dos términos que se obtienen del siguiente modo: el primer 
sumando зі, al derivar, suponemos que ш es función de =, mientras 
que v es constante (u” se interpreta como función potencial); el 
segundo, si suponemos que v es función de т, permaneciendo и cons- 
tante (и? se interpreta como función 

Ejemplo 2. Si у=, у'===29-1(2/)-29(2)1ш2, о зе, 
ds PEZ 

Ejemplo 3. Si у= (зеп г), tendremos 

y! zî (son :у#-! (son =)’ -+ (зеп 2)" (28) n sen == 
села (sen 299—1 cos x (sen 2)% 22 ln son =, 

El procedimiento, aplicado en este párrafo para calcular deri- 
vadas, consiste. en hallar primeramente la derivada del logaritmo 
de la función dada, Este procedimiento se utiliza ampliamente en la 
derivación de funciones, y, a veces, simplifica mucho los cálculos. 

Ejemplo 4. Hallar la derivada do la función 


(z+ 1 
иду. 
Solución. Tomando logaritmos, encontramos: 
ny =2 In (+04 lo(2—1)—3 ln (60) а. 
Derivemos ambos miembros de la igualdad: 
я 2 4 3 
E CTE 1 
Multiplicando por y, y sustituyendo y por Ez 
чуг 2 ٤ 3 
VEA E втеу 1]. 
Observación. La expresión Z= (ln y)”, que es la derivada 


respecto а z del logaritmo natural de la función dada y == y (z), 
so llama derivada logarítmica. 


+ obtenemos 


$ 13. FUNCION INVERSA Y SU DERIVACION 
Supongamos, 
y =1) 4) 


es una función creciento (fig. 65) o decreciente definida en cierto inter- 
valo (а, è) (а <b) ($ 6, cap. 1). Hagamos f (а) = с y f (b) =d. Para 
concretar, on adelante consideraremos sólo la función creciente, 

Examinemos dos valores diferentes z, у z, pertenecientes al 
intervalo (a, 5). De la definición de función creciente se deduce 
que, si zı < za, Ya = f (д), Ya = f (za), entonces yı < yo. Рог 
tanto, а dos valores z; y zy, les corresponden dos valores diferentes 
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y, e ya de la función. La recíproca también es cierta. Es deci 
Y < Ve, Ya = f (zı) е ya = f (za), entonces, de la definición de 
ción creciente, se deduce que z, < ту. De este modo, entre los valores 
de z y los correspondientes de y se establece una relación biunívoca. 


Y 


Fig. 65 
Interpretando los valores de y como valores del argumento, 
y los valores de = como valores de la función, obtendremos = como 
función de y: 
z= o (u). e 


Esta función se denomina inversa de la función у = (2). 
Recíprocamente la función y = f (z) ез la inversa de la función 


z= ọ (4). 
Razonando del mismo modo, se puede demostrar que wna fun- 
ción decreciente también tiene su invers 
Observación 4. Indiquemos, sin demostración, que, si la función 
creciente (decreciente) y = f (2) es continua en el segmento la, bl, 
siendo f (a) = e y f (b) = à, entonces la función inversa estará defi- 
nida y será continua en el segmento |с, dl. 


Y si 


Pig. 66 Fig. 67 
Ejemplo 1. Sea la función y = z3, Esta función es crecionte en el intervalo 
Infinito — со < z < + оо y su inversa es z= Vy (fig. 66). 
Observemos que la función inversa z = Ф (y) se halla, resol- 
viéndo la ecuación y = f (2) respecto а z. 
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Ejemplo 2. Sea la función y = ex, Esta función es creciente en el intervalo 
infinito — со < z < + оо; su inversa es 2 = ln y. El dominio de definición 
de ésta es 0 <y <F œ (fig. 67). 

Observación 2. Si la función у = f (z) no es creciente, ni decrecien- 
te en cierto intervalo, ella puede tener varias funciones inversas*). 


Ejemplo 3. La función р = z* está definida on el intervalo infinito 
—  < # <+ oo. No es ereciento, ni decreciente, ni tampoco tieno función 


inversa. En el iervalo 0 < z < + co dicha 
y función es creciente y su inversa es z = Vy. 

En el intervals со = <0 la misma función 
será decreciente y su inversa es x = — Vy 
dig- 68). 

Observación 3. Siendo y = f (z) y z= 
=p (y) funciones recíprocamente inver- 
sas, sus gráficas se representan por una 
misma curva. 

Pero, si designamos рог z el argu- 
mento de la función inversa y por y la 
propia función, entonces las gráficas de 
Fig. 68 las dos funciones serán ya distintas en un 

mismo sistema de coordenadas, 

Ев fácil ver quo las gráficas serán simétricas con respecto а Ja 
biscotriz del primer ángulo de coordenadas. 

Ejemplo 4. En la figura 07 están trazadas las gráficas de la función y = е^ 
can у) y do su inversa, у = ln т, examinadas en el ejemplo 2.” 

El siguiente teorema nos permitirá calcular la derivada de la 
función y = f (2), conociendo la derivada de la función inversa. 

Teorema: Si para la función 


у= (1 
existe una función inversa 
==) B 


tal que en un punto analizado y tiene derivada Ф (y), distinta de cero, 
entonces la función y = f (z), en el punto correspondiente z, tiene 


derivada f' (x), igual a „ es decir, se verifica la fórmula 


e 
1 

че ж (XVI 

Ta yu (ХУ) 


*) Insistimos quo, al deci es función de z», entend o y de 
penda dara de oo е 7 خت‎ ани, 
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De este modo, la derivada de una de las dos funciones recíproca- 
mente inversas es igual a la unidad dividida por la derivada de la 
segunda función, para los correspondientes valores de z e y*). 


Demostración. Dando a y el incremento Ay, de la igualdad (2) 


deducimos 
Аа = (y + А) —9 (Y). 


Como « (y) es una función monótona, se tiene Az ә 0. Escribamos 
la identidad 


A 
aF 
Ay 
Рог ser contínua la función Ф (y), Az + 0, cuando Ay-»0. 


Tomando el límite, cuando Ay ~+ 0, en ambos miembros de la 
última identidad obtenemos: 


к=%, 
z 


о sea, 


es decir, llegamos a la fórmula (XVI). 


Observación. La fórmula (XVI) se puedo obtener también, apli- 
cando el teorema de derivación de funciones compuestas. 

En efecto, derivemos los dos miembros de la igualdad (2) res- 
pecto a т, considerando que y es función de z: 


EW) Y 


de donde: 


La interpretación geométrica es evidente. Examinemos la grá- 
fica de la función y = f (2) (fig. 69). La,misma curva será la gráfica 


+) Cuando escribimos /’ (z) o y”, consideramos que, al calcular la derivada, 
tomamos z como variable independiente. Cuando escribimos q (y) o zy, conside- 
ramos que, al calcular la derivada, la variablo independiente es y, Observemos 
que después de obtener la derivada respecto a y que figura en el 2° miembro 
de la fórmula (XVI), es necesario sustituir y por f (2). 


том 
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de la función z = Ф (y) en la que z se considera como función e y, 
como variable independiente. Consideremos un punto М (z, y) 
de esta curva. Tracemos una tangente а la misma en este punto. 
Los ángulos formados ро? la tangente mencionada y las direcciones 
positivas de los ejes Oz у Oy los designaremos 

yuray Por а y $ respectivamente. En virtud de los 
resultados obtenidos en el $ 3, acerca del signi- 


ficado geométrico de la derivada, tenemos: 
f(z = tga 
(0 = 14. ® 
De la figura 69 se deduce que, si < ‚вө 
tiene: ` ж 
Fig. 69 E йш 


Ahora bien, si а >), naturalmente В = Ea 
Por consiguiente, on cualquier caso 
tef = cotga 


do donde 
чар = tgacotga =1, 
osea 
1 
tga. 
tgh 


Introduciendo aquí las expresiones de tga y tg f de la fórmula (3), 
obtenemos: 


To= 


КЇЛ 


$ 14. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 
Y SU DERIVACION 
4) Función: y = агсвеп т. 
Examinemos la función 
== sen y 4) 
y construyamos su gráfica, dirigiendo el eje Oy verticalmente hacia 
arriba (fig. 70). Esta función está definida en el invervalo infinito 


—o<y<-+00. En olsegmento—F<y <=» la función z=sen y 


Funciones trigonométricas inversas y su derivación E 


es creciente, sus valores llenan el segmento —1 < = < 1. Por eso 
la función т = sen y tiene su inversa, que se escribe así: y = arcson 3°). 

Esta función está definida en el segmento —1 < z< 1, sus 
valores llenan el segmento — $ < y <. й 


En la figura 70 la gráfica de la función + 
y = arcson z va еп línea gruesa. 


Teorema 1. La derivada de la función о 
arcsen т es igual a ут: es decir, ы Y 
E: 
sí y=aresen z, se tiene ==. (XVIII 
Ya" ) F 
Demostración. Según la igualdad (1) Мезе 
tenemos: Fig. 70 
2 =008y, 
y conformo a la regla para derivar la función inversa, será; 
E 
اچ‎ 
z cosy 
pero 
созу == V1 — sen y= V1 — 22. 
Entonces 
СЛЕ: И 
иа 


La raíz leva ol signo positivo, porque el valor de la función у = 
= arcson z se encuentra en el segmento — J < y < Š de donde 


cos 0. 
а. уана, 


= i E a _Л0Ри 
E 
Ejemplo 2. y= (аса £)’, 


Peer ramon que la igualdad y = arceen а conocida del curso de trigo- 
nomotría, es otra forma de escribir la igualdad (1). Aquí (dado 2), y significa 
«conjunto jores de los ángulos, cuyo seno es igual а т. 


7 
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2) Función: у = arccos z. 
Como en el caso anterior, examinemos la función 
2 = сову, (2) 
construyamos su gráfica y dirijamos el eje Oy hacia arriba (fig, 71). 
Esta función está definida en el intervalo infinito — oo < y < + 


+ оо, En el segmento 0 < y < л la función сов y es decrecien- 
te y tiene su inversa designada así: 


y y = arccos z. 
т Esta función está definida en el segmento — 1< 
<z<1. Los valores de la función llenan ol 
y segmento л > y >0, En la figura 71 la gráfica 
de la función y = arccos z va en línea gruesa, 


2% Teorema 2. La derivada de la función arccos 


1 
igual a — 5 ir, А 
- жы z es igual a VE? es decir, si y=arccosz, 
зе Пепе y = — А ХУШ 
Fig. т Y Ў 1-2 а ( y 


Demostración. Según la igualdad (2) tonomos: 
z= — seny. 
Por tanto, 


Pero cos y == 2, entonces: 
ص‎ ===. 

LUE 

En la igualdad sen у = V T — cos” y la raíz lleva el signo positi- 


vo, porque los valores de la función y = arccos z se encuentran 
en el segmento 0 < y Ся, por consiguiente sen y >0. 


Ejemplo 3. у=агесоз (482), 


z= шу 
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y construyamos su gráfica (fig. 72). Esta función está definida para 
todos los valores de y, excepto y=(2+1) (=0, +1, +2, ...). 


En el intervalo — < <4 la función z = tgy es creciente 
y tiene su inversa: 

y=arctgz. 
La función está definida en el intervalo — со < z < + оо y sus 
valores llenan el intervalo — 5- < y <3. En la figura 72, la 
gráfica de la función y tg 


arctg z va en línea gruesa, 


Teorema З. La derivada de lo función arctg = es igual a -imz 
y ыы 
ев decir, si y = arctg а, se tiene Y = рт (хїх) 
Demostración. Según la igualdad (3) tenemos: 
PAR 
A 
Por tanto, 
к= =ооЎу, 
pero 
س وم‎ 


sec y 


y, puesto que tg y = z, tenemos en definitiva: 


Ejemplo 4. y= (arctg =), 


(arctg z)? (arctg =)’ = 4 (arctg Pra A 
4) Función: y = arccotg z. 
Examinemos la función , 
== сощ y. (4) 
Esta función está definida para todos los valores de y, excepto 
у= kr (Е= 0, +1, +2). La gráfica de la función está representada 
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en Ja figura 73. En el intervalo 0<y <x la función z= cotgy 
es decreciente y tiene su inversa, la cual se designa así 


y = arccotg z. 
La función, por tanto, está, definida en el intervalo infinito 
—о <z < +o y sus valores llenan el intervalo л > y > 0: 


Fig. 72 


Teorema 4. La derivada de la función arccotg z es igual a А 
es decir, 


i y= , se tiene у 

si y=arccotgz, se tiene y + (хх) 
Demostración: Según la баре, @: 
e 


Por consiguiento, 
1 


5 1 
h= =e ym oo 1, 
с оту cg 
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$ 15. TABLA DE LAS FORMULAS PUNDAMENTALES 
PARA LA DERIVACIÓN 


Agrupamos ahora en una tabla todas las fórmulas fundamentales 
y reglas de derivación, obtenidas en los párrafos anteriores. 
Fórmulas fundamentales 


y = const, у = 0. 
Función potencial: 


y=", y=; 


en particular, 
y=Vz, 
4 
у= =, 


Funciones trigonométricas: 
усов, y =c0sz, 
ус=созд у= — snz, 


А 1 

=tgx, س‎ 
e ушр 

os, mk 

sofa 

Funciones trigonométricas invérsas: 
Е 1 
амаз, y'= 
П иур 
1 


у= агосоѕ 2, 


у= ассо =, 


Función өхропепсй 
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en particular, = 


Función logaritmic 
y=logz, yf = loge; 
en particular, 


y=lnz, y - 
Reglas generales de derivación: . 

Cua), y =Cu (2) (C=consi), 
اجک‎ yer} 
mu, ушр фил, 

и „шо шў 
ы зы Y 
SI} erase 
к=з, у= ийш 400 Inu. 


1 (2), z = 9 (y), donde f y y son funciones reciproca- 
versas, entonces: 


(op donde у= / (2). 


$ 16. REPRESENTACION PARAMETRICA DE FUNCION 


Consideremos dos ecuaciones 
z= (д, | 
1 
y=. Y 
donde £ toma valores comprendidos en el segmento [7,, 74). A cada 
valor de £ le corresponde los de z y de y (suponemos que Ф y y son 
funciones unívocas). Considerando que los valores de z y de y son 
las coordenadas de un punto en el plano Ozy, a cada valor de £ le 
corresponderá un punto determinado del plano. Este punto descri- 
be cierta curva en el plano, cuando £ varía de 7, hasta Ts. Las 
ecuaciones (1) se denominan ecuaciones paramétricas de esta curva; 
+ toma el nombre de parámetro y el método de dar la curva median- 
te las ecuaciones (1) se llama método paraméftrico. 
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Supongamos ahora que la función = = Ф (f) tenga su inversa = 

= Ф (z). Ёз evidente que y, en este caso, es función de x; 
у= 910601. @ 

De este modo, las ecuaciones (1) determinan y en función de z y se 
dice que la función y de т viene representada paramétricamente. 

La expresión y = f (z) que muestra como y depende directamente 
de т, se obtiene eliminando el parámetro £ de las ecuaciones (1). 

El método paramétrico de dar las curvas se usa ampliamente 
еп mecánica. Si en el plano Ory se desplaza un punto material 
y sê conocen las leyes del movimiento de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas, 


2=Ф(0, } А 
y=+»(0, © 

donde el parámetro fes el tiempo, las ecuaciones (1) serán las ecua- 

ciones paramétricas de la trayectoria del punto en movimiento, 

Eliminando en estas ecuaciones el parámetro t, 

obtendremos la ecuación de la trayectoria en la A 

forma у = ў (2) o en la forma F (z, y) = 0. 

Ilustremos esto. 


Problema. Hállego la trayectoria y el punto de caida 4 


de un cuerpo arrojado dosdo un avida que so desplaza 
horizontalmente a |а altura ya con velocidad v (so puedo 
prescindir de la resistencia del aire). 


2] + 
Solución. Tomomos el sistema de coordenadas que 
muestra la figura 74. Suponemos que el cuorpo es агто) Fig. 74 
do en el instante en que el avión cruza el Oy. Es ел 
donto que el desplazamiento horizontal del cuerpo será uniforme con la 
velocidad constanto 
st. 


La caída vertical del cuerpo por efecto do la gravedad se oxpresa mediante 
la fórmula: 
Г. 


2 


Por tanto, en cualquier instanto, la distancia del cuerpo а la tierra se expre- 
sará por la fórmula: 
mE. 


Las igualdades 


и, 


у=: 


зоп las ccuaciones paramétricas de la trayectoria. Para elimíhar el parámetro 
£ hallamos de la ecuación primera su valor £= E y hacemosen la soguada 
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ecuación la sustitución correspondiente, obteniendo entonces la ecuación 
de la trayectoria 


E 
Esta es la ecuación de la parábola, cuyo vértice se encuentra en el punto M (0, yo), 
sirviéndolo Oy de ike do аена o asia 


Determinemos la magnitud del por X la abscisa 
del punto С, cuya 5 y= Саада йо estos valores e la fórmula 
anterior, tendremos: 


de donde: 


$ 17. ECUACIONES PARAMETRICAS DE ALGUNAS CURVAS 


Circunfereneia, Supongamos una circunfersacia de radio r, con contro 
en el origen de las coordenadas (fig. 75). 


«2 


Fig. 75 


пете оов „t al ángulo, formado por el radio, trazado рог el punto 
м Са у у el oje Oz. lonadas de cual- 
qe рамо de la circunferencia se expresarán por на, а Dato + соло 


a=rcost, 


аа, 0<.<2. 


Estas son ecuaciones paramétricas de la circunferencia, Si eliminamos on estos 
ecuaciones el parámetro t, obtendremos la ecuación de la circunferencia que 
Contiene sólo 2 ө y. Elovando al cuadrado las ecuaciones paramótricas y su- 
mándolas, tenemos: 


AE mr? сой 14 sin 0), 
o sea, 
r. 
Elipse. Escribamos la ecuación de una elipse: 


HE “% 
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y hagamos 
z=acost. e) 
Introduciondo esta expresión en la ecuación (1), obtendremos 
y=bs0n t. e” 
Las ecuaciones 
z=acost, 
ratane } << a 
son ecuaciones бү do la elipse. 
Aclaremos el ificado geométrico del parámetro £. Tracemos dos cir- 
cunferencias de radios а io 5) жа el origon do coordenadas (fig. 76). 
se halla 


lo formado por 

so deduce 4 
2=0P me cost [ocuación (2°)]; (r) 

CQm b sent. т 

En virtud de lo øcuación 27, нм, quo 

CO жэ y, es decir, la 1s 

Oz, Por consiguionto, mio gusia G) i 

зеца ol ángulo formado por ol radio О y el ojo do 

o AE 

excéntrico. Fig. 76 

Cieloldo. So da el nombro do cicloido a la 

curva a descrita por un punto de la circunferencia, 

cuando ésta rueda sin resbalar sobre una línea recia (fig. 77). Supongamos que 

Ф| punto M de la cirgunteroncia coincido. al principio del movimiento, con 

el origen de coordenadas. Detorminemos las coordenadas del punto М después 


Y 


Pug. 77 


de haber girado la circunferencia el ángulo £. Designemos por a ol radio d 
la circunferencia en movimiento. Como з ve en le figura 17, ° O 70010 80 


2=0P=0B—PB, 
y toniondo en cuenta que la circunferencia rueda sin resbalar, tenemos: 
OB= д =at, PB=MK =a sent. 
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Por tanto, z=at— a зеп! = а (1—sen t). 
Luego, 
y=MP=KB=0B—CK =0—acosto=a ((—cost). 
Las expresiones 
a (i—sení), 
y=a(1—cos 1), 
son ecuaciones paramétricas de la cicloide. Cuando ¢ varía de 0 a 2л, el pim- 
to М describe un arco de la cicloide. 
Eliminando el parámotro £ en estas ecuaciones, obtenemos la forma en que 


= directamente dependo do y. En el segmento. 0 < t < 7 la función y = 
= a (1 — cos £) tiene por inversa 


}х‹<э, a 


асов E 


Sustituyendo £ en la primera ecuación del sistema (3) por su expresión, 
tendremos; 


zma arccos La son ( arccos EZE) , 


zma arecos ELY GITA, para 0.50 ле. 


Do la figura so deduce que, si 
да <=: <2na, se tiono: 
ала (a recos 20 — Уау у ) 3 
jo la función 
za (t—son t) 
tiene su inversa, pero ésta no se expresa mediante funciones olementales. Рог 
eso la función y = f (z) tampoco se expresa mediante funciones elementales. 


Observación 1. En el ejemplo de la cicloide se ve que en algunos casos las 
ecuaciones paramétricas son cómodas en el análisis de funciones y curvas, 
que la dependoncia directa entro z o y. 


Astroide. So da el nombre de astroide a la curva representada por las 
siguientes ecuaciones paramétricas: i 
z= cost, 
a: }%<<. ч) 


Elevando todos los términos de ambos miembros йе las dos ecuaciones 
a la potencia 2/3 y sumándolas, obtenemos la dependencia entre г е y: 
2 
3 (cost1—sen 4), 
o bien, ‚ 


Obsorvemos 


SS © 
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Más adelante ($ 42, cap. У) demostremos quo dicha curva tiene la forma 
«quo se expone en la figura 78. Esta curva puedo interpretarse como trayectoria 


de un punto de la circunferencia de radio f , que rueda, sin resbalar, sobro otra 
circunferencia de radio a, quedando siompro dentro de la mayor (fig. 78). 


ción 2. Señalemos que la función y (а) по es la única que 
so dotormina por las ecuaciones (4) y (5). Estas ecuaciones determinan en rea- 
Jidad dos funciones continuas en el segmento —а < x < + a, una do las cuales 
toma valores no negativos y la ot valores no positivos. 


3 18. DERIVADA DE LA FUNCION 
DADA PARAMETRICAMENTE 


Supongamos quo la representación paramétrica de la función 
y de z es 


2=Ф(0, 
y=v(0, 
y que, adomás, estas funciones tienen derivadas y la función 
z = q (д tiene por inversa ¢ = D(2) quo, a su voz, también tiene 
derivada. En este caso, la función y = f (z), definida por las ecuacio- 
nes paramétricas, puedo ser interpretada como función compuesta 
y = (9, t=0(2). 
Aquí, £ es el argumento intermedio. 
Según la regla para derivar función compuesta, tonemos 
Ye = vita = Yi (£) 0, (2). (2 
Del teorema de derivación de función inversa tenemos: 


Ju<:<r, o 


AE 
Я 
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Introduciendo esta expresión en la igualdad (2), obtenemos: 
> ¥ 


о sea, (XXI) 


Con la fórmula obtenida se puede calcular la derivada, y, de la 
función dada paramétricamente, sin recurrir a la expresión de la 
dependencia directa de y en función de z. 


Ejemplo 1. La función y de z está dada por ecuaciones paramótricas 


акан } Osten. 


Calcular la derivada ZE 
4) para cualquier valor de t; 
2) para t= 

Solución. 


se Ejemplo Y айша onana hogular de la Дава ыраа а la 
cicloido, 
z: (t—sen t), уза (1— ооз!) 
оп ор роо аа а de 1 te en cada punto es igual 
ación: BI сое т de Ia tangente en cada es 
al valor de la derivada y, en e punto, es Жен, a а 


Pero 
e =a(i—cost), иам, 


у, POr tanto, Ви 
2500 cos 
р ETE ерен (F). 
аў 
Por consiguiente, el coeficiente angular de la línea tangente а la cioloido 
en cada uno de sus puntos es igual a tg (F—-=), donde £ es el valor del 
psrámotro correspondiente а esto punto, Esto último significa que el ángulo a 
de inclinación de 1а línea tangente con respecto al eje т es igual а E 
(para los valores de ¢ situados entre —л y 1)*). 
) En efecto, el coeficiente angular es igual а tg x, donde а es el ángulo 
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$ 19. FUNCIONES НІРЕВВОІЛСАЅ 
En muchas aplicaciones del análisis matemático se encuentran 
combinaciones de las funciones exponencialos del tipo + (е*—е-*) 


y + (e + e). Estas combinaciones se consideran como funciones 
nuevas y so designan; 


зепһг==© 


(1 


Fig. 79 Fig. 80 


La primera de estas funciones (1) se denomina seno hiperbólico 
y la segunda, coseno hiperhólico. Con estas funciones se pueden defi- 


nir dos funciones más: tar h z= 0002 


y coth z= O „es decir, 


cosh z 
E-e 
апае EE, tangente hiperbólica 
سے ر‎ (0 
cothz == ,  cotangente hiperdólica. J 


de inclinación de la línea tangente respecto al eje Oz, De aquí tga 
=ч(5—5) y а-5—р en aquellos valores de £, рага los cualés 


j se halla entro бул. 


из Derivada y diferencial 


Las funciones senh z, cosh z, tanh z tienen por dominio, eviden- 
temente, todos los valores йе z. La función coth т tiene el mismo 
dominio, a excepción del punto z = 0. 

Las gráficas de э funciones hiperbólicas están representadas еп 
las figuras 79, 

DEl dotinición de las funciones senh = y cosh z fórmulas (1)! 
se deducen correlaciones análogas a las conocidas entre las funciones 

~ trigonométricas correspondientes: 


p mbya = 4, (2) 
cosh (a+b) = cosh а cosh b+ 
+ senh a senh b, 5 
зеп (a +0) = senha cosh b+ 
+ cosh a senh b @) 
En efecto, 


cosh? z — senh? = = 


E‏ ت 


Am 
= 4 


Fig. 81 


Considerando que 
cosh (a + 5) = 


obtenemos; 
cosh a cosh ù + senh a senh b= 


سے LR‏ کے 


2 2 2 2 
چ دی ی و‎ eraty ھی‎ С ep gee _ 
i - 
* "җе 
A = cosh (a b). 


Del mismo modo se demuestra la fórmula (3). 
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El nombre «función hiperbólicas se debe a que las funciones 
senh £ y cosh ¢ desempeñan on la representación -paramétrica de 
la hipérbola, 

-ypsi 
el mismo papel que las funciones trigonométricas sen £ y cos ¢ en la 
representación рагатбігіса de la circunferencia 

+=. 

En efecto, eliminando el parámetro £ en las ecuaciones 
z= cos l, y = sen t, 


obtendremos: 
a + y? = сов? t + sen" t 
ó 
z + y? = 1 (ecuación de la circunferencia). 
Análogamento, 
z= cosh t, 
y=senh £ 


son ecuaciones paramétricas de la hipérbola, 


ТА 
y ( 
Р 
sent 
+ 


Fig. 62 Fig. 88 


Еп ofecto, elevando al cuadrado estas ecuaciones y restando la 
segunda de la primera, obtendremos: 
a? — y? = cosh? £ — senh? £. 
Ya que la expresión del segundo miembro, según la (2), es igual 
а la unidad, tenemos: 
Poyo 


que es la ecuación de una hipérbol 

Examinemos la circunferencia, dada por la ecuación 2* +- y? = 1 
(fig. 82). En las ecuaciones z = cos f, y = sen 4, el parámetro £ 
equivale numéricamente al ángulo central AOM o al área doble 5 
del sector AOM, ya que 2 = 25. 


8534 
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Señalemos sin demostración que en las ecuaciones paramétricas 
de la hipérbola 
ж = cosh f, 
М у = senh t 
el parámetro ¢ es también numéricamente. igual al área doble del 
«sector hiporbólico» AOM (fig. 83). 
Las derivadas de las funciones hiperbólicas se determinan por 
las fórmulas: 
К Y Ы ч 1 
(senha = cosh x, “(tanh 2) ==, 
(XXI) 
(coshay =semhz, (cothzy = 


ка а 
sonia" 


que so obtienen de la propia definición de función hiperbólica; 
por ejemplo, para la función senh z= 


$ 20. DIFERENCIAL 
зай que la кеми Y = f(z) es derivable sobre el 
la, 


sogmento la, bl. En un punto z 
esta función ве determina por la i 


MM 
sra 


но la, b) la derivada de 


Cuando Az => 0, la razón 20 ойе a un número determinado 


f (2) y, por tanto, se diferencia de la derivada f' (а) en una magni- 
infinitamente pequeña: 


А 
Bofta 


donde а —» 0, cuando Àz — 0. 
Multiplicando todos los términos de la última igualdad por 
Az, obtenemos: 
Ay =f (2) А2 + adz: (0 
Dado que en el caso general f (z) + 0, entonces, cuando = es 
constante у Az->0, el producto f (z) Az өз una magnitud infini- 
tamente pequeña de primer orden respecto a Az. El producto a Az 
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es siempre una magnitud infinitamente pequeña de orden superior 
a Az, ya que 
иш SÊ lim a0. 
axe axo 
Así, pues, el incremento Ay de la función se compono de dos 
sumandos, de los cuales el primero recibe el nombre (cuando / (2) yé 
= 0] de parte principal del incremento, que es lineal con relación 
a Ат. El producto f (z) Az se denomina diferencial de la función 
y so designa por dy o df (2). 
De modo que, si la función y = f (z) tiene derivada f’ (z) en el 
punto z, el producto de ésta por el incremento Az, del argumento 
se Паша diferencial de la función y se designa con el símbolo dy, o sea, 


dy =f (2) Ar. B 
Hallemos la diferencial de la función y = т. En este caso 
И = (2 = 1, 
у, por tanto, dy = dz = Аг о dz = Az. De esto modo, la diferen- 
cial dz de la variable independiente z coincide con su incremento Ат. 
La igualdad dz = Ат podría ser considerada como definición de la 
diferencial de una variablo independiente, y, еп esto caso 
examinado demostraría que ello no contradice a la de 


diferencial de la función. En cualquier caso la fórm: 
escribir así: 


(2) so puode 


dy = Р (2) dz. 
Pero de esta correlación se desprende que 


1-2. 


Por tanto, la derivada f' (z) puede ser considerada como razón 
de la diferencial de la función respecto а la diferencial de la variable 
брае 

'eniendo en cuenta la fórmula (2), escribamos la fórmula (1) asf: 


бу = dy + ад. B 

Así, pues, el incremento de la función difiere de la diferencial 

do ésta en una magnitud infinitamente pequeña, de orden superior 

respecto a Az. Si /'(т) 40, aAz es una infinitesimal de orden 
superior también respecto a dy, y, por tanto: 


Ay asz a 
Mí = = = 
ana айл» ОМТЫ 
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Esto nos permite, a veces, utilizar en los cálculos aproximados la 
igualdad aproximada 


Ay = dy, (4) 
o, en su forma desarrollada, 
f (к + Az) —f (z) =f (2) Az, 6) 


con lo cual se abrevian los cálculos. 
Ejemplo 1. Calcular la diferoncial dy y el incremento Ay de la función 
3 “para valores arbitrarios de т y Az, 
2) para valores т = 20, Az = 0.1. 
Solución: 1) Ау = (z+ A2) 4 = 2ez Аза, 

ду ее (а)! Аз 22а. 
2) Si #=20 y Ax=0,1 ontonce 
qt 


El error quo resulta de sustitución do y por dy os igual a 00. Eu muchos 
casas so lo puedo despreciar, por considerarlo pequeño en comparación con 

El "problemai examinado se ilustra en la figura 84. 

En cálculos aproximados se usa también la 
igualdad aproximada que se obtiene de la ecua- 
ción (5): 

fiz + Аа) а f (2) + f (Az. (6) 
Ejemplo 2. Supongamos /(2J=sen т, Entonces, 
$ (z) =соз2. 

En esto caso, la igualdad aproximada (6) tomará la 

Fig. 84 forma 


sen (E Az) æ son саз Ал. m 


Calculemos el valor aproximado. do sen 46°. Haciendo z=45° m7- , 
tenemos 


Pa 
PTA 
н 
Introduciendo on (7) los valores caleulados, obtenemos 
хуп 1 
conse (F +) аа + eos 1р, 
o sea, 


во а VE, VA —0.70114-0,7071-0,017—0,7194. 
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Ejemplo 3. Si en la fórmula (7) hacemos z=0 y Аг; btendremos 
ла ване igualdad aprozimada: > ad 


sen axe a. 


Ej lo 4. Si = 
igualdad dsi tgz, ا‎ la fórmula (6), obtenemos la siguiente 
межа) tg + ry An 
cuando z=0 y Ax =a, obtenemos: 
ana. 
Ejemplo 5. Si /(z)= У, la fórmula (6), nos da: 
1 
ЭЕ => VAR V: Az. 
Haciendo z==1 y Az=a, obtenemos la igualdad aproximada: 
Уеа 


El cálculo de la diferencial de una función se reduce en realidad 
al cálculo de Ја derivada, ya que, al multiplicar la última por la 
se obtiene la diferencial de la función. 
refieren 


les. Por ejemplo: 

Га diferencial de la suma de dos funciones derívables u y v es igual 

a la suma de las diferenciales de estas funciones: 
d (u + v) = du + dv. 

La diferencial del producto de dos funciones derivables u y v se 
determina por la fórmula d (uv) = udv + vdu. Demostremos esta 
última fórmula, Si y = uv, se tiene: 

dy = y dz = (ud + vu’) dz = ud dz + vu'dz, 
poro 
vdz = do, и'йт = du, 
luego, 
dy = udv + v du. 

Del mismo modo se demuestran las otras fórmulas; por ejemplo, 

la que determina la diferencial de un cociente: 
si у=, setine dy A 
iy ly у 


Veamos algunos ejemplos de cálculo de la diferencial de una función, 
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Ejemplo 6. y= taz, dy =2 18277 de. 
1 1 
Ejemplo 7. y="YTFTaz, ca y + 
Hallar la expresión de la diferencial de una función compuesta. 
Supongamos 
y = Í (u), u = Ф (2), оу = f lẹ (|. 


Según la regla de derivación de función compuesta, tione: 


Larios. 
Por consiguiente, 
d= f, (0) ¥ (2) dz, 

Ф' (aJdz = du, luego, dy = f' (u) du. 
Pr Do medo que, la diferencial de una función compuesta tiene la 
misma forma que ésta tendría en caso de que el argumento intermedio 
u fuera la variable independiente. En otras palabras, la forma de la 
diferencial no depende de que el argumento de la función sea vartable 
independiente o sea función de otro argumento. Esta importante рго- 
piedad de la diferencial, que se conoce por invariancia de la forma 
de la diferencial, la usaremos con frecuencia en lo sucesivo. 


Ejemplo 8, Sea la función у =sen Z, hallar 
Solución. Interpretando esta función como fun 


утопи, u=Vz, 


dy. 
lén compuesta, so tiono: 
de dondo 
Eon 
د = رد‎ турб 
dz- du, so puodo escribir: 


dy=cosudu 6 ду соз (У) (V3). 


pero como 


$ 21. SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA DIFERENCIAL 
Examinomos la función 
y=1() 
y su correspondiente curva (fig. 85). 

"Tomemos en la curva у = f (2) un punto arbitrario М (z, у), 
tracemos una tangente a la curva en este punto y designemos рог a 
el ángulo* formado por la tangente y la dirección positiva del 

*) Suponiendo que la función f (z) tenga derivada finita en el punto z, 
entonces a 5. 
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eje Oz. Demos a la variable independiente un incremento Ax; 
entonces la función recibirá el incremento Ay = NM,. A los valo- 
res т + Ат, y + Ay corresponderá en la curva y = f (2) el punto 
Mı (= + Az, y + Ау). 

En el triángulo MNT encontramos: 


NT = MN tga. 
tga =f (2), MN = Az, 


Como 


tenemos 
NT =f (24z. 
Pero, según la definición de diferencial, f (2) Az = dy. 
Entonces, NT = dy. 


a f 


Pig. 85 Fig. 86 


Esta igualdad significa que la diferencial de la función f (2), 
correspondiente a los valores dados de z y Ат, es igual al incremento de 
ordenada de la tangente a la curva y = f (2) en el punto dado z. 

En la figura 85 ве vo que 


M,T = by — dy. 
Según lo demostrado antes, WT 0, cuando Az + 0. 


No siempre Ay es mayor que dy. 
Así, como so deduce do la fig. 86, 


у= М.М, dy=NT, es decir, Ду <8у. 


$ 22. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 


Supongamos que la función y = f (z) es derivable en un segmento 
la, bl. Los valores do la derivada / (2) dependon de =, es decir, la 
derivada f' (x) también es función de z. Derivando esta última función, 
obtendremos la llamada segunda derivada de la función f (2). 

La derivada de la primera derivada se denomina derivada de 
segundo orden o segunda derivada de la función primitiva y se designa 
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por el símbolo y” о 7" (2) 
=(у)у =f o. 
Por ejemplo, si y = z’, se tiene 
y = 5; y” = (51) = 202. 
La derivada de la segunda derivada se denomiva derivada de 
tercer orden о tercera derivada y se designa por y”, о sea, f” (2). 
En general, la derivada (de primer orden) de la derivada del 
orden (n—1) so denomina derivada de n—ésimo orden de la función 
1 (2) y se designa por el símbolo y™ o f” (2): 
ر‎ у کے‎ 
(EI orden de la derivada se pone entre paréntesis para no confundirlo 
con un exponente de potencia) 


juedon 


.mplo 1. Soa la función учее? (¥ = const). Hallar la expresión general 
i ord 


vada de . 
s у= PA, ‚.., үг на Алеа, 
función y = sen т. Hallar усо, 


y mesmo (247), 
y mum (2425). 
prom (2495), 


И“ son asen (2445), 


е 


Del mismo modo se obtienen las fórmulas do las derivadas de 
cualquier orden de otras funciones elementales. 
Obtenga Vd., como ejercicio práctico, las fórmulas de las derí- 
vadas de п — ésimo orden de las funciones y =2*, y = cos z. 
= In z. 
Y “Tas reglas indicadas en los teoremas 2 y 3, $ 7, se pueden generali 
zar para cualquier orden de derivadas. 
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En el caso dado, son evidentes las fórmulas: 
(to) = u Lo, (Cu) Culo 
Demostremos la fórmula (llamada de Leibniz) para calcular la 
derivada de n—esimo orden del producto de dos funciones u (т) v (z). 
Para obtener esta fórmula, hallemos primero varias derivadas 
consecutivas y establezcamos después la ley general aplicable para 
el cálculo de una derivada de cualquier orden: 


шофи uo ио + 2 ш, 
Иш ш UE ш ш и" <= 
=u" v Зи +} uv + ші", 
у Шур + duo + Guo” + duo” + Y, 

Se ye que la ley de la obtención de las derivadas es válida para 
derivadas de cualquier orden y es como sigue. 

Se desarrolla la expresión (и + v)" por la fórmula del binomio 
de Newton y en la serie obtenida se sustituyen los exponentes do 
и y v por los índices del orden de las derivadas; además, los exponen- 
tos cero (ц? ° = 1) que entran en los términos extremos del desa- 
rrollo, se sustituyen por las propias funciones (es decir, por las 
«derivadas del orden cero»): 


DU то y z? ر‎ 4... шуо). 

Es decir, hemos obtenido la fórmula de Leibniz. 

En rigor, se pudo llegar también a esta fórmula por el método 
de inducción matemática completa (es decir, demostrar de que, 
siendo válida la fórmula para el n —ésimo orden, es válida también 
para el orden n+ 1). 

Elemplo 3. Dada la función y==e**%z", Hallar la derivada усо. 

Solución. 


es decir, 


0099 = e [a 1-2лал-1х-- n (а 6) a, 
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$ 23. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES 


Supongamos la función у 70, donde z ез una variable 
independiente. La diferencial de esta función, 


dy =f (2) dz, 


es cierta función de =. Pero de z puede depender sólo el primer fac- 
tor f (2), puesto que el segundo, (dz) es un incremento de la varia- 
blo independiente z que no depende del valor de ésta, Como dy es 
función de z, se puedo hablar de la diferencial do esta función. 

La diferencial do la diforencial de una función se denomina 
segunda diferencial o diferencial de segundo orden do esta función 
y ве designa por d'y: 

4 (dy) = Фу. 


Hallemos la expresión de la segunda diferencial. En virtud de la 
definición general de diferencial, tenemos: 


dîy = [f (2) дах. 


Puesto quo dz es independiente de z, al derivar, dz se escribe 
fuera del signo de la derivada. Asî, tendremos 


Фу = f" (а) (d2). 


sucesivamente, 
So llama tercera diferencial о diferencial de tercer orden de una 
función a la diferencial de la segunda diferencial de esta función: 


Py = d (Py) = (Р (2) dJ dz = f” (2) da. 


En general, se llama diferencial de n-ésimo orden а la primera dife- 
rencial de la diferencial del orden (n — 1), 


ау a(d" = [f0 бт д, 
Фу fh (i)a. 1) 
Sirviéndonos de las diferenciales de diversos órdenes, la deri- 


vada de un orden cualquiera puede ser expresada como la razón de 
los diferenciales del orden correspondiente: 


roz% ra, Po- @ 
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Conviene anotar, sin embargo, que las igualdades (1) y (2) (р 
п > 1) son válidas sólo en el caso de que z sea una variable i 
pondientes), 


$ 24. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 
DE FUNCIONES IMPLICITAS Y DE FUNCIONES 
REPRESENTADAS PARAMETRICAMENTE 


1. Veamos con un ejemplo el método para obtener las deriva- 
das de diversos órdenes de las funciones implícitas. 
Supongamos quo la función implícita y de z viene determinada 
por Ja- igualdad 
Lal 


ES 


Derivando respecto a z todos los términos de esta igualdad 
y teniendo en cuenta que y es función de z, resulta: 


+2-1=o. 0 


dê aquí hallamos 


2 
ا‎ (А) 


Volvamos a derivar la última igualdad respecto а z (teniendo 
en cuenta que y es función de 2): 


y nE 
“уе 7 


Sustituyendo aquí la derivada Y SE por su expresión en la igual- 
dad (2), se obtiene: 


*) Sin embargo, la Igualdad (2) la escribiremos también on el caso en quo, z 
no soa variable independiente, pero entonces, las expresiones 
so deban considerar como roprentación simbólica do las derivadas. 
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Фура + 
ay 


De la ecuación (1) se deduce 
+ شیا‎ = аз, 
Juego, Ta: segunda, дната соіа өк. pias ва da, Torma: 


Dorivando la última igualdad respecto а z, hallamos Z% y así 
sucesivamente. 
Veamos ahora el modo de hallar las derivadas de órdenes 


superiores de la función representada paramétricamente, 
Supongamos que la función y de т viene dada parambtrica- 


mente por 


ШИ} acto o 


y la fusión а = (9 аа el segmento Ito, 7] tiene su inversa, - 
t= Ф (2) 


So ha demostrado en el $ 18 que en este caso la derivada Y se 


determina рог la igualdad 


к А 
@ 


ма 


3 
de 


Para hallar la segunda derivada Fl derivemos respecto а z la 


igualdad (4), teniendo en cuenta que ¢ es función de z: 


= |=—— = (5) 
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pero 2 
dy de d(dyY_dy d (dr 
af a Sala) de 8 
alaf (E) El 
= саг, 


а 
e e 
dt 


Introduciendo las últimas expresiones en la fórmula (5), obtendremos: 


Esta fórmula se puede escribir еп forma compacta así: 
Фу OF OOO 


dé le (OF 
De la misma manera so puedo hallar las derivadas 
ж dy 
‚© = 


Ejemplo. Sea la función y Уй z, cuya representación paramótrica es 
ž=acost, y=bsent, 


hallar las derivadas z, a. 
Solutión. 


fhetsnt Же a cost 
ағ ат y 


а sen t) (— sen 1) —(b cos t) ( 
Ti Ca sen fJ 
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$ 25. INTERPRETACION MECANICA 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 


El espacio s recorrido por un cuerpo ta: movimiento de trasla- 
ción en función del tiempo £, se expresa así 


s=1(0. (0) 
Como es sabido ($ 1, cap. III), la velocidad v del cuerpo ей un 
la primera derivada del espacio recorrido 
de 
UE a 


Supongamos que en cierto instante { la velocidad del cuerpo 
ога v. Si el movimiento no es uniforme, en el intervalo de tiempo 
At a partir de t, la velocidad variará, recibiendo el incremento Ар. 

Se denomina aceleración media en el ро At la razón, del 
incremento de la velocidad Av respecto al del tiempo: 


So denomina aceleración en un instante dado el límite de la razón 
del incremento de, la velocidad respecto al del tiempo, cuando 
éste tiende a cero . 


а= Ша 2; 
КЕ 


poro como р = 42, se tiene, por consiguiente: 


T 
ےد‎ (%)- Ф 
а (а) ar” 
о son que la aceleración del movimiento rectilíneo es igual а la segunda 
rinda del saco recorrido respecte el Петро Юе la igualdad (1) 
tenemos A 
a= f (0. 
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Ejemplo. Hallar la velocidad » y la aceleración а de un cuerpo quo cas 
libremente өй el espacio por efecto de la gravedad, si el espacio recorrido s depen- 
de del tiempo £, según la siguiente fórmula: 


арван a 


donde g=9,8 m/seg? es la aceleración de la gravedad 
У = ыо, el valor de s, cuando t: 
Solución. Derivando, hallamos: 


voent ч) 


Do esta fórmula se deduce ve = 
Derivando una vee mks, hallamos. 7” 


cam kociprocamente, si la aceleración de cierto movimiento, pemangco cons- 
3 velocidad se expresará por la igualdad (4), y el espacio 
Jud E de т УЛ Уу ЫК д ЛА 


$ 26. ECUACIONES DE LA LINEA TANGENTE Y DE LA NORMAL, 
LONGITUDES DE LA LINEA SUBTANGENTE Y DE LA SUBNORMAL 


Sea una curva cuya ecuación es 
y =f (2). 
Tomemos en esta curva un punto М (z,, ys) (tig. 87) y escriba- 


mos la ecuación de la tangente а la curva dada en el punto M, 
suponiendo quo esta tangente no sea paralela al ejo de ordenadas. 


Y 
о) 


a 
Fig. 87 


La ecuación do una recta, del coeficiente angular k, que pase 
por el punto M, es de la forma 


у-и =k (z= а). 
En el caso de la tangente ($ 3), * 
k=f (2). 
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Por tanto, la ecuación de la tangente será: 
yu = f (ш) (2 — а). 

Conjuntamente con la tangente a la curva en el punto dado, 
surge con frecuencia Ја necesidad de estudiar la normal. 

Definición. Se- denomina normal а la curva en un punto dado, 
a la recta que, pasando por éste, es perpendicular a la tangente 
trazada por el mismo punto. 

De la definición de normal se deduce que su coeficiente angu- 
lar Е, está relacionado con el coeficiente angular К, de la tangente 
de la manera siguiente: 


=, 
es decir, 

ا 

fed 


Por tanto, la ecuación de la normal а la curva y = f (2) en el 
punto М (zı, у) tiene la forma 
1 
کے صلل‎ (22). 
AN 
Ejemplo 1. Escribir las ecuaciones de la tangento y de la normal a la curva 
yen ad, on ol punto M (1, 1). 
Solución, Puesto que y’ = 3z", el coeficiente angular de la tangento 
es igual a (y zm = 3. Por consiguiente, la ecuación de la tangento ве 
у—1=3(Е—1) ó у=34—2, 
La ecuación de la normal 


о зев, 


(tig. 88). 


La longitud Т del segmento do la tangente QM (fig. 87) com- 
prendido entro el punto de tangencia y el eje Oz se denomina longitud 
de la tangente. La proyección del segmento indicado sobre el eje Oz, 
es decir, el segmento QP, se Пата subtangente y su longitud se 
designa рог Sy. La longitud N del segmento MR se llama longitud 
de la normal y la proyección RP del segmento RM sobre el eje Oz 
toma el nombre de subnormal y su longitud se designa por Sy. 
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Hallemos los valores Т, Sy, N, Sy para la curva y = f (2) 
y el punto M (zy, уу). 
En la figura 87 podemos observar que 


QP=ycotga=-Y. 


tga 


por tanto, 


Si= 
Y 


A | 


al mismo tiempo esta figura muestra que 


PR = ува = уу, 
y entonces 


TA 


у= Уи шй =| VI + vl 

Las fórmulas indicadas han sido obtenidas en el supuesto de que 

и >0, y; > 0. Sin embargo, son válidas, también, para un caso 
cualquiera. 


Fig. 89 


las ecuaciones de la tangente y de la 
subtangente, normal y subnormal de 


acost,  y=bsent 


Ej 
estadal as 


on el punto М (z1, ya), en el cual i= (fig. 80). 
Solución. De las ecuaciones (1) deducimos 
de 


anank Жылый 91 
Ж sent; boost; ge 


9—54 
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Hallomos ahora las coordenadas del punto de tangencia М: 


at) 


Ecuación do la tangente: 
Ecuación do la normal: 


o: 


njat (8 үз)”, о sen, (ах— Ьу) У2—а2--Ы 


Longitudes de la subtangente y do la subnormal: 


o Саан 
Longitudes de la кй y de la normal: 
Tæ hyc н - VEA, 
ГА VAT JAVA 


4 27. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LA DERIVADA DEL RADIO VECTOR 
RESPECTO AL ANGULO POLAR 
Supongamos que tenemos una curva cuya ecuación en coorde- 
nadas polaros os 
р =f (9). 4) 


Escribamos las fórmulas para transformar las coordonadas 
polares en cartesianas: 
z = рсов8, y = psend. 
Sustituyondo p en estas ecuaciones рог su expresión mediante Ө 
on la ecuación (0), tendremos: 
z = f (0)cos8, у = 7 (0) senê. (2) 
Las ecuaciones (2) constituyen la representación paramétrica de 
la curva dada, sirviendo de parámetro el ángulo polar Ө (fig. 90). 
ог la 


Designando por Ф el ángulo formado р tangente a la curva 
en cierto punto Af (р, Ө) con la dirección positiva del ejo de abscisas, 
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tendremos 
m 2 $P sen 0 + pcos 
шФ= =, 0 98 A @ 
3 390050 —psen 0 


Designomos por u el ángulo formado por el radio vector y la 
tangente, Evidentemente, p =p — 6 
tLO—tg0 
141509166 

Sustituyendo tg y por su expresión (8) y haciendo las transfor- 
maciones correspondientes, obtenemos; 
(o зеп 0+ pcos 8) сов Ө — (р' соз 0 — psen Өзеп® _ р 
(pcos Ө — р sen 6) cos 0 + (р зеп 8 + pcos 0) seno р ' 


E: n= 


ы 
о bien 
б =P сои. @ 


De modo quo la derivada del radio vector respecto al ángulo 
polar es igual al producto de la longitud del primero por la cotangen- 


Fig. 90 


te del áñgulo formado por el radio vector y la tangente a Ja curva 
en el punto dado. А 


Ejemp 
Como ت‎ demostrar 1 ye 1 logaritmic 
ا‎ Пара. 

Янда. Do la ecuación de la api) дымы р act. 
de la fórmula (4), obtenemos: © Р ON o o, nv 


caga, es decir, p= arccotg а = озі. 


132 Derivada y diferencial 


Ejercicios para el capítulo Ш 


Partiendo de la definición de derivada, hallar las derivadas de las 
funcione 


a9, Respuesta; Bz. 2. y 


+ Respuesta: — зх. 3. y= УЗ. Respues- 


4 
MEA 
Взе 20032, 6, ү=й—т. Respuesta: 45— 
Determinar las tangentes de ángulos de inclinación de las líneas tan- 
gonos a з curvas: 
yaad, a) Cuando == 1. Respuesta: 3. b) Cuando z=—1. Respuesta; 3; 
construir la grólica. 8. y=L.. а) Cuando к= 1/2. Respuesta: —4. Б) Cuando 
s1, Respuesta: —4; construir la gráfica. 9. y= Ут cuando z=2. Res- 


puesta: q VA 

Hallar las derivadas de las funciones: 
10. y=204322—0. Respus yma}. it, ymbriad, Respuesta: 
Dd 2 22. 


у= 80122. Лери 


y 1825. 12. Верина: y Ep 
аз. у= SREL, Respuestas y = 05725, 14, y 209 pc. Respuesta: 


s s 
y =2 410284-2. 16. y= 


т а 
убаа 25, 15. уаа6224-422-25. Respuest 


3+4 : reedi „че 

VEINTE дөре: у= Ее т-д. y po 
a 

Rapina: ү EEE, a A, Respuesta: 


2 
vaditi. o y IL УЗБ Repeat у= 


А 
рвоту. napne yagan 

2. y= (1+42) (14-222). Respuesta: y'=åz (14 

4324-1029). 22. ymz(2:—1) (3242). Respuest 2 (01421). 


B. y= (2e1) (Ge +3). Resp. y/ 009282442, 4. y= yy < Resp. 


= > 2а а 
22. нер. E 26. Oeri 
(O (242) (944) 
a. 0E. нар. Р) 000. 


э y Rep 
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=. в. ya төк yeta 


Resp. у==10ғ (224-43), 


Resp. у М _ ‚ Аер. у= à 
"P Vea ayia E 
36. у ЕИ. Rap. y AE yl 2). Resp. 


iS 
= (1433) њу 


а. 
204ү 
40. у==2 sen з {Соз Зл. Вер. 07-20082. 3sen 3z, 41. y=tg(0x+D). Resp. 


“Tar 2 =: Tea «Resp. y”. => 43. пенни 
Resp, y'= 2 соз2=созд=—3 sen 2з son dz. 44. y=cotgiór Resp. 


1 
2+ Va. Rep. y'= 
Ууух 


39. у=зеп?х. Вер. msn. 


(0 cotg 5z csc? б. 45. у = t зеп t-+0081, Resp. y’ == t cos t. 46. y ws! ру 
Resp. у? sonó (3 cost son). 47. уча У 20825. Resp. y'm e 
z z 
асо 
AN ЕТ дарун 


а 
. 50. yma (1-9) Resp. y'= 
cos q 51. ri. Resp. y =tgzsciz. 52 ухіл созд. 
tgz. 53, y=Inigx, Resp, y'—2/son 22. 54. уге іп senta, Resp. 


y'=2Zcotgz. 55. AS . Resp. у' = зеп 2 4-соз т. 56. 


Вар y. I пена (E). a Resp. 
di, Resp. 


CTS 


ar: Resp. ү (2) == —веп соз (сов 2). 62. relies aris 


Resp. ato. 63. f (e)=(z со z). Resp. f (z)=2zcotg z (colgz—z0s0 25). 
СР Resp. = айаз+-5). 06. y=logo (92-1). Вир. 
itz 


y татр. 66. у= 18. 267. o a 
“ ا‎ ёе) = ‚69. у= 
Rar. v= ats) e: Fg. E 


min (242). Resp. ы. у= i e. Resp. y! Ms . 


зи Derivada у diferenctal 


и. y=zlnz, Rep. y'=lnz+4. 72 yma. Resp. y'= DE, 13, y= 
4 E: 
IA VITRO лөр. y yg. 16 ula (las), Reep. vz ` 


momo EÊ. Rep. rpg: 176 1o-n EE. 


лара A VEFA e n EVEZ. Rep, у. 
VETE. n yone VATE. лар у 


ата «зз i А К 

- ZE. 19. у= ne. Лер ve 
1 sonz 

E ج‎ 


м. узб повз, Re 


Resp. y m2 (244) THIT. 88. yet", 
VF, Resp. y'= 


туз 
КО 
neal, Resp. рая 90. yet (4—3). Resp. y'= ex (12e: 


Resp. y =x* (Inz44). 100, y=". 


ر н.‏ )ر . 


nz, 102. у= е^” .Resp. y mex (1--1п z) 2%. 103. y=(2/0)9%. 
2)" (ї+ь +). юв у-га” Rep. атна 


х (Haz соз) . 105. y=(sen z). Resp. (sen z)" (In sen z-+2 сот). 


106, у=(вепг®. Resp. ү =(веп уш (1-м? 1n запа). 107. y 


te 7 $ = son Y IE. Resp.y'= 

хас лер = qap ша 408. y=sen VIF. Resp.y' 
[е 

cos VIZE эү, 109. y=10%18%, Resp. уб=1!0®!&®1а10х 
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Calcular las derivadas de las funciones siguientes, hallando previ jamoate 


3/2021. 

sus logaritmos. 410. y= Y a Rup. 1 ЧЕЗ (+ 
غ‎ EAC عام‎ Жам 
+a ra) Н i = жргз 8 

E а зру): e eer: 
E базме) VE 
rr Re. = 
— 40122 44802 —274 бы ¿A 


Soye Pye- ye 7 
A وو‎ 


уа 
F y= 25 (a +32) (0—21). Resp. y'=5z (a 4-32) X 
(ayi 


X (a 2z) (а2-}-2ах—12з4). 116." ymarcsen + Resp. y'm ЕТА 


y= (areson x)2. Resp. na 118, y=arcig (24-1). Resp. ya 
“TT: 19. marty . Rep. Ê. ию. у 


Resp. y -7a 121. ya 06092, Resp, y'm E те 


Resp. "Aa 18, yan Уа раҳ 
зуй ан. y= VEF мешш E. Resp. 


de 

E. Вар. Simio 1% рх 

EEE g 11. ye ааа, Resp. y aresen z+ 

> 128. H(z)=arceos (Ins). Resp. /'(2) 5 129 

- Fz, Веер. Fa. = 
1(2)=aresen VFR: Д8 A 

arta EE 0 а). лер. ym. 11. y mena, Resp, y 
„ӘЧЕ, да 15, негр, y 2. гома, 

ЧЕЧЕ. 12. yg, нир ураса. 188. yacen, 


arcsenz 


ше 


Resp. рання ( 


3) . 134. y=arcsen (зеп г). Resp. y'= 


созт _ у 1-4 en los cuadrantes 4ro y 40 4senz 

sal" E cia aaa? уво mar реа" 
4 а 

Resp. =p 136: v=arctg a Resp: y'= 
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an ES VIA 


Отуна"? "чет 
ani 
arccos FTI Мет. аус 


Derivación de las funciones Implícitas 


Hallar Ж 


162, изар. Rep. GESTA, Ма, o, Rep em. 


144, иа иу шы. Resp. LL = +в. yay 4 2az m0. Resp. Los 


ома КЫЛ, пара E 


2 w 
wo, дер E Rep. Ble 
ау 20—22 
7” 
+18. cos (ey) г. Resp. = 


149, 3 + y3—Jazy=0. Res 


Е) 
i+ зеп (24-0) 


150. у= cos (24-0). Resp. 2- 
1+ y son (2y) 
Эт. 

Hallar JI де las funciones dadas paramétricamento: 


452, sa cost, yb sent. Resp. LL 2 


сон. 153. zma (Len 0); у= 


ma (10081). Resp. 27 = соц f. 1%. zina cos? t; уч b sont . Resp. За 


a 
нє AAA 


=2Incotgsv=tgetcotgs. Demostrar quo e = tg 2s. 


Hallar las tangentes do los ángulos de inclinación de las líneas tangen- 
tos a las curvas: 


457, z= cost, y=sent en el punto sm, ye. Construir la grá» 

fica, Respuesta: 4/ VT. 458. z=2cost, y=went en el punto #m4, y= 
а аа 

= — VTE. Construir la gráfica, Respuesta: VI. 459. z=a(t—sent), 
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у= а(1— соз‹) cuando (= л/2. Construir la.gráfica. Respuesta: 1. 160. x= 
=a cos? f, y=asen*t cuando t=, : Construir la gráfica. Respuesta: —1. 


161. Un cuerpo lanzado aF espacio, formando con la horizontal un ángulo а, 
describe en el vacío, por acción de la gravedad, una curva (parábola), cuyas 


ecuaciones son: г == г сов al, у= тузеп at- 5-4 = 9,8 m/seg?). Sabiendo que 


Respuesta: 
202 
ур 
= BE 001—2). Respuesta: dy= E] 
Calcular los incrementos y diferenciales de las funciones: 
100. y==2:%—x, cuando z=1, Ax=0,01. Respuesta: Ayz=0,0302, dy 
167. Dada y=2342x. Hallar Ау y dy, Cuando 2=—4, Ax==0,02, Respues 
Ay=0,098808, dy Ot. la y= sen =. Hallar” dy, cuando == 7/3, 


Azmn/18. Respuesta: dy= j= 0,00873. 169. Conociendo que зоп 00°= 


me VTE = 0,866025; cos 60° a , hallar los valores aproximados do son 60°3' 


y son 00°18", Comparar los resultados con datos tabulares. Respuesta: son 00°3' we 
=~ 0,868461; sen |8’ m 0,868843. 170. Hallar el valor aproximado do 
ТЕА. Respuesta: 4.00262. 174, Conociendo que, logra 200 ==2 30103, 
hallar el valor aproximado de logio 200,2. Respuesta; 2.30146. 

Derivadas de diversas órdenes 172. padari Set. Hallar y. 


Resp, 4824, 178, y= fT. Hallar y. Resp. {т °. 174. yerat, На 
мас 
(+ 


w, 
Mar ув, ri 


60. 175. yap. Hallar y. Resp. 
Ya; P, EEE SENS 

VEZA , Hallar y”. Resp. PET] 
JO. Resp. -5 


F 178. ym act babe. Hallar ү”. Resp. 0. 170.1 (3) 


. 176: y= 


+477. y=2 VF. Hallar 


In(=+1). Hallar 71У (а). Resp. тт: 180. yestgz Hallar у". 
Resp. 6зсќх—4 зел, 181. y=losenz. Hallar y”. Resp. 2с0 22. 
182. {Ja VRE. Hallar f (8). Resp. f (9) 317 (900—702). 183. у= 
Ez + Hallar ИУ (2). Resp. as 184. ре (909) arctig L. Ha- 


y 


dp даз а (+, СЛ 
Пат р. йер. чну 185. р (6° He ). Hallar фр. Hesp. 
186. уле соз ах. Hallar y0, Resp. а" соз (ar + пл/2). 187. у==о®. Hallar у, 


Resp. (lna)"a*. 188. yalan t+). Haller у, Resp. (—4) 0. 
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1-2 EGE. 
100, yÊ. Hallar и. Resp. 2(1" TTT 
Mar ye, Resp. е®(т-Еп). 191. y=z™tInz. Hallar y™. Resp. 


492. ye=sontz, Hallar y™. Resp. —27-icos(2z-+an/2), 193. y=30nz 
Hallar y0, Resp. твей(а-Елп/2)—псоз(ж-{-лл/2. 194. Si y= etsen, 


demostrar que y"—2y'+2y=0. 195. y3 дат. Hallar -Jor - Resp. -57 


. 490. yete. Ha- 
Gat 


Dy an CES 
196. nee Hallar E qa e. -a a+ ар 
ута, Hallar =. Resp. Tg. 198. И —2у=0. Hallar 55. 


в, 


0, 109. реце. Hallar Fy. Вер 2E . 


200. se Ф. cos p=. Baller f ‚нер! чесе» n 201. eze 4 y. Най}. 
e 
Gin 
юз. smat 


. Hallar ФЕ, Rep. 


LL. 
da * 


Resp. 

_ ому 
Гр 

йөр. родбар 306. #=в соз, y=b sonê t. Demostrar que E = 0. 


205. z=a cost, y=a son t, Hallar РЕ. Resp. — =]. 200. Demostrar 


. 202. уара? — Bazy 


mt), y= а (i cost), Hallar 


qus کو کک‎ 8н qui cal 


Eouaciones de la tangente y de 1а norms 
Longitudes de la subiangente y de la subnormal 


207. Escribir las ocuaciones do la tangente y do la normal а la curva 


y = 29 — 321 — а + 5 en ol punto M (3,2). Respuesta: tangente 8z — y — 22 = 
= O; pormal zt By — 10 0, 
208. Hallar 


ecuaciones de la tangente y de la normal, las longitudes 
de la subtangonte y subnormal de la circunferencia z* + у? = rè en el punto 
M “E ya). Respuesta: tangento zz, yy = ғ; normal ду — yz = 0; 


| sw = 1s b 
j. Demostrar que la subtangente correspondiente a un punto arbitrario 
do la parábola y? = pz queda di la por el vértice en dos partes iguales 
y que la subnormal es constante e igual a 2р. Construir la gráfica. 
210. Hallar lo ecuación de la tangente en el punto Af (zy, y1): a) A la 


elipse Ег Respuesta; SZL + L1, b) A la hipérbola ®- 


A 
E =t. перан 


4. 211. Hallar la ecuación de la tangente 


y de la normal a la curva de Agnesî as 


Respuesta: tangente 2-+2y=4a; normal y=2z—3a. 


еп el punto dondo = =2a. 
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212. Demostrar que la normal а la curva 3y=6:—523 trazada en el 
punto м (1, 5) pasa por el origen de las coordenadas. 


249. Demostrar que la tangento a la curva (2-)"+ (£)"=2 en el 


punto M (a, b) está dada por la ecuación + }-—2. 


214, Hallar la ecuación de la tangente a la parábola y2=20% que forma 
con el oje Oz un ángulo do 45”. Respuesta: у= 2+5 [en ol punto (5, 10). 

245. Hallar las ecuaciones, de las tangentes а la circunferencia 22+ уй = 5: 
paralelas а la recta 2z + Зу = 6. Respuesta: 22 + Зу + 20 = 0. 

216. Hallar las ecuaciones do las tangentes a la hipérbola 42° — 9y? = 36, 
perpendiculares a la recta 2y + 5z = 10. Respuesta: no existen tales tangentes. 

17. Demostrar que ol segmento de la tangente a la hipérbola xy = m, 

sorprendido entro los ejes do coordenadas, se divido por el punto do tangoncia 
en dos partes iguales. А 


f e 
218. Domostrar que el segmento de la tangento a la-astroido 24 yr 


«al, comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene longitud constante. 
#19. Hallar el ángulo æ bajo el cual se cortan las curvas учта" o y =+ b=; 
ain 


Respuesta: tg cm түтүү 

220. Hallar las longitudes de la sola subnormal, tangento 
y normal de la cícloido == (@—sen д), ya (1—cós0) en el punto оп que 
OF. Respuesta: sp=a; av maj vi. 

221. Hallar los valo: la hipocicloido = == ба cos? t, 


40 son3t. Respuesta: эт == —ka sont teost; ам = —4а 50062; Tu Да sen t; 
y = созт 


Nesta sente tg t, 


Problemas diversos 


Resp. y'= 


1 
EA 
=aresen (sen 2), Re 
@>%, 020. Rep. v= gz 
z_i 

227. y=arcsen VTZ. Resp. у' = т. 

quicio Y AZ 

228. De las fórmulas para calcular el volumen y la superficie de la 
esfera v= fard y sadn, so deduco que 37 =e. Explicar el significado 
métrico de este resultado. Hall ción análoga entro el área 
ll circulo y la k 


229. En el tri 
dos lados b, e y el 


Bz 
Е) 
28, у=] Rep. ушт. 


gulo ABC el lado a so expresa a través do log otros 
imgulo A, formado por estos últimos, mediante la fór- 


мо Derivado y diferencial 


mula a= VFT. Siendo invariables b y e, а es una función 
dol ángulo А, Demostrar que = kg, donde ha es la altura del triángulo 
que correspondo а la base a. Interpretar el significado geométrico de este 
230. Émpleando ol concepto de diferencial, interprotar el origon de las 
fórmulas aproximados VE FE xe j VIFE еда + зур, donde jòl 
es un número pequeño, en comparación con в. 
281. El poríodo de oscilaciones de un péndulo «з rr ¿Qué 


influoncia ejerce sobre el error, al calcular el valor del período 7, un error 
dol 4%, cometido al medir: 


4) la longitud dol péndulo 1; 2) la aceloración de la fuerza de gravedad g? 
Respuesta: 1) зү %: 2) зр %. 


282. La tractriz ti 


1) dada la ecuación do la tractriz: з == У =y- In. 
2) dadas las ecuaciones paramétricas 
sa (ьм), yma sent. 
‚Ёрге que la función y Co FOr saca 
у son constantes). 
23. "Suponiendo" qué у= e= Bons, == ež cos x, demostrar quo 
н у=, s 


Ja ocuación 


235. Di 


la ecuación 


236. Demostrar que, ві (a = bz) e¥ =z, ве Мем 


CAPITULO IV 


'TEOREMAS 
SOBRE LAS FUNCIONES DERIVABLES 


Y 1. TEOREMA SOBRE LAS RAICES DE LA DERIVADA 
(TEOREMA DE ROLLE) 


Teorema de Rolle. Si una función f (=) es continua sobre el seg- 
mento la, bl y derivable en todos los puntos interiores de éste, reducién- 
dose а cero en los eztremos z = a yz = b, [f (a) = f (b) = Ol, enton- 
ces, dentro del segmento [а, b) existe por lo menos un punto, х = с, 
a<c<b, en el que la derivada f (z) se reduce а cero, es decir, 
f (= 

Demostración. Puesto que Ја función f (2) es continua sobre ol 
segmento la, b], debe tener en éste su valor máximo M, y su valor 
mínimo т. Si М == т, la función / (2) es constante, es decir, tiene 
una valor constante / (z) == т para todos los valores de т. Pero, 
en este caso, en cualquier punto del segmento j” @ = 0 y ol teoro- 
ma queda demostrado. Supongamos ahora quo М 5 т, Entonces, 
por lo: menos uno de estos números по es igual а cêro. 

Para concretar, supongamos que М > 0 y que la función toma 
ви valor máximo cuando х = с, es decir, / 4 = M. Observemos que 
c os diferente de a y de b ya que, según la condición, f (а) = 0, 
10 ) = 0. Si / (с) es el valor máximo de la función, entonces / (с + 

ык el < 0, tanto para Az >> 0, como pt Az < 0. 

+ aquí se deduce qu 


LEERLO <a, cuando Az >0; а) 
13491920, cuando 42-0, (1) 


Ya que, según la hipótesis del teorema, existe la derivada en el 
punto z = ¢, entonces, pasando al limite, cuando Ат — 0, obtene- 


*) El número е so denomina raíz de la función Ф (2), ві Ф (e) = 0 
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иш LEF A TIO FF (9<0, cuando - Az >0: 


asro ағ 
иш EEA =O f (e) >0, cuando 4<0. 
anno Az 


Poro las correlaciones /' (с) < 0 y j’ (е) >0 son compatibles 
sólo para el caso en que / (с) = Ù. Por tanto, dentro del segmento 
la, bf hay un punto ¢, en el cual la derivada f” (2) es cero. 

El teorema sobre las raíces do la derivada tiene una interpreta- 
ción geométrica muy sencilla. Si una curva continua, con tangente 


2% 


da 6757 


Fig. 91 Fig. 92 


en cada uno de sus puntos, corta el eje Oz en los puntos de abscisas 
a y b, entonces en esta curva existirá por lo menos un punto de absci- 
ва с, а < с < b, en el cual la tangente es paralela al eje Oz, 

Observación 1. El teorema demostrado es también válido para 
una función derivable que en los extremos del segmento la, b) no 
se reduzca a cero, sino tome valores iguales: 7 (a) = / (0) (fig. 91). 
La demostración es análoga a la anterior. 

Observación 2. Si la función f (2) es tal que no tiene derivada en 
todos los puntos del segmento la, bl, el teorema puede ser falso 
(ез decir, que en este caso, en el segmento (a, b] puede no existir 
un punto с en el que la derivada f (т) se reduzca a cero). 

Por ejemplo, la función 


r=io=1-VF 


(fig. 92) es continua en el segmento [—1,1] y se reduce a cero en los 
extremos del mismo; sin embargo, la derivada 


2 
1-3 
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то se reduce a cero dentro del segmento. Esto se debe a que dentro 
del mismo hay un punto т = 0, en el cual no existe derivada (se 
reduce al infinito). 

La gráfica de Ја figura 93 nos da un ejemplo más de una fun- 
ción, cuya derivada no se reduce а cero en el segmento [0, 2]. 


ИМ. 


Fig. 93 


Para esta función tampoco se cumplen las condiciones del teore- 
ma de Rolle, puesto que la función no tiene derivada en el punto 
z=1, 

$ 2. TEOREMA SOBRE LOS INCREMENTOS FINITOS 
(TEOREMA DE LAGRANGE) 


Teorema de Lagrange. Si la función f (2) es continua sobre el 

segmento la, bl y derivable en todos los puntos interiores del mismo, 

dentro del segmento la, bÌ existirá por lo menos un punto с, a < с < b 
en que 

1 (0) —1(a) = f (с) (b — а). (1) 

Demostración. Dosignemos por Ф el número LOL , 


decir, 


шаш == @ 


у oxaminemos la función auxiliar Ё (2), determinada por la igualdad 
Р (2) = f (2) —1(0) — (z — a) Q. (3) 


Veamos el significado geométrico де la función F (z). Рага 
ello escribamos primero la ecuación de la cuerda AB (fig. 94), te- 


niendo en cuenta que su coeficiente angular es igual a Q = 16-10 A 
y que la cuerda pasa por el punto (a; f (a)): 
10 =06— 


Ha +Q (z — a). 


de donde, 
у 
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Pero Ar = f (z) — 17 (а) + Q (= — a)l. Por tanto, para cada 
valor de z, Е (z) es igual a la diferencia entre las ordenadas de la 
curva, y = ў (2), y la cuerda y = f (a) + Q (z — a), para los puntos 
de una misma abscisa z. 

Es fácil ver que F (2) es continua sobre el segmento la, b), 
derivable en su interior y se reduce a cero en los extremos, es deci 


F (a) = 0, F (b) = 0. Por eso, a la función Р (z) so puedo aplicar 
el teorema de Rolle, según el cual, dentro del segmento existe un 
punto z = с, de tal manera que 


F (e) = 0. 


Pero 
F (=f ( — 0. 
Es decir, 
к= () —Q =0, 
de donde 


0-1 
Bustituyondo el valor де Q en la igualdad (2), tendremos: 


US IO 
101050, (у 


de donde se deduce directamente la fórmula (1). Así, pues, el teorema 
queda demostrado. 

Con el fin de aclarar el significado geométrico del teorema de 

а 


Lagrango veamos la figura 94, En ésta, la magnitud ZL 


representa la tangente del ángulo a de inclinación de la cuerda que 
pasa por los puntos А у В de la gráfica y cuyas abscisas son a y b. 

Por otra parto, /' (с) es la tangente del ángulo de inclinación 
de la línea tangente a la curva en el punto de abscisa c. De modo 
que, el significado geométrico de la igualdad (17), equivalente 
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a la igualdad (1), es el siguiente: ві por cada punto del arco AB 
puede trazarse una tangente, existirá en este arco, entre A y В, 
un punto С tal que en éste la línea tangente sea paralela a la cuerda 
que une los puntos А у В. 

Observemos, ahora, lo siguiente; puesto que el valor с satis- 
face la condición а < e < b, entonces, c —a<b—a, о sea, 


e-a=0(b—a), 
donde Ө es un número comprendido entre 0 y 1. es decir, 


0<0<1. 
Pero, en este caso, 
с=а + 0 (b — а), 


y la fórmula (1) puede tomar la forma que sigue: 
1(0)—H0)=(0—a)f'(a+9(b—a)], 0<сө<1. w) 


$ 3. TEOREMA SOBRE LA RAZON DE LOS INCREMENTOS 
DE DOS FUNCIONES (TEOREMA DE CAUCHY) 


Teorema de Cauchy. Siendo f (z) y q (z) dos funciones continuas 
sobre el segmento la, b) y derivables dentro del mismo, y si, además, 
y” (2) no se anula en el interior del segmento, entonces dentro de éste 
existirá un punto z == с, а < с < b tal que: 


ПОЕТОТ w 
(0) — (а) Ф (0) 
Demostración. Definamos el número Q рог la igualdad 
HORON в 
9 (0) — pla) 


Q= 


Observemos Jue q (0) — Ф (a) #0, ya que en el caso contri 
rio q (b) sería igual a q (a), y. según el teorema de Rolle, 1а deri 
vada q (z) se reduciría a cero dentro del segmento, lo que con- 
tradice a la hipótesis del teorema. 

Formemos una función auxiliar 


F (а) = f (2) — 7 (а) — Q 19 (2) — Ф (9) 

Es evidente, que Р (a) = 0 y F (0) = 0 (que se deduce de la 
definición de la función Р (z) y de la de 0). Teniendo en cuenta que 
la función F (z) satisface en el segmento a, b) todas las condiciones 
del teorema de Rolle, deducimos que entre a y b existe un valor 
a=c(a<e<b) tal que F' (с) = 0. Pero, F (2) = f (z) — 


10 594 
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— Ое (2) y entonces 
Fi)=f()-09(9=0, 


LO. 
(9 

Sustituyendo el valor де Q en la igualdad (2), obtendremos la 
aS 


de donde: 


vi . Contrariamente а lo que parece a primera vista, 
el teorema de Cauchy no se puede demostrar aplicando el teorema 
de Lagrange a Jos dos términos de la fracción 


10-10. 
(0) — p (a) 


En efecto, en este caso obtendríamos (después de reducir la 
fracción por b — a) la fórmula: 


1 500) _ $1) 
Ф000) Pe 
еп la que а < c, < b, а < с, < b. Pero como, en el caso general, 


сү ё сз, el resultado obtenido, no confirma, evidentemente, el 
teorema de Cauchy. 


$ 4. LIMITE DE LA RAZON DE DOS INFINITESIMALES 


(«CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DEL TIPO $) 


Supongamos que las funciones / (2) y q (2) satisfacen las condi- 
ciones del teorema de Cauchy en cierto segmento la, b] y se reducen 
а сего en el punto х = a del mismo, es decir, f (a) = 0 y ọ (а) = 0. 


La талба J no está definida, cuando z = af pero tiene, sin 


embargo, un significado bien determinado para los valores de х + а. 
Por tanto, se puede plantear el problema de hallar el límite do esta 
razón, cuando z —» а. El cálculo de los límites de esta índole se Пата 


habitualmente «cálculo de límites indeterminados del tipo Û» , 
Nos hemos encontrado con problemas de este género cuando 
considerábamos, por ejemplo, lím Z y cuando hallábamos las 


snr 


derivadas de las funciones elementales. La expresión 


tiene sentido, cuando z = 0, es decir, la función F (z) = 


no 


sng 
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no está definida, cuando z = 0, pero hemos visto que el límite de la 
expresión 22, cuando 20, existe y es igual a1. 


Teorema (Regla de L'Hospital). Supongamos que las funciones 
f (2) y Фф (2) satisfacen en cierto segmento la, bl las condiciones del 
teorema de Cauchy y se reducen a cero en el punto z = а, es decir, 


1 (e) = Ф (a) entonces, si existe el límite de la razón 9, 
cuando z— a, ezistirá también lim E y además: 


Demostración. Tomemos en el segmento la, 0] un punto = yé а. 
Aplicando la fórmula de Cauchy, tendrem: 


AGI 
ION 


donde ğ se encuentra entre a y z. Según la condición, f (a) = Ф (a) = 
= 0, Esto significa que: 


10 IO. 
TO) 4 


Si x> a, también E-» a, ya que E está comprendida entre 
ж y a. Al mismo tiempo, si lím 2). = A, entonces existirá también 


на 09 igual a A. 
pe 


Está claro que: 
lim LE — tim LO — tim LO а LO 4 
хта Фф) «за @ 1-9 (0) ғо (а) 

y en definitiva: 


lim LO m jim LEL, 
e QO) mp) 


Observación 1. El teorema es válido también en el саво en que 
las, funciones f (z) ó Ф (z) no están definidas en z = a, pero 


lim f(2)=0,' lím Ф (2) = 0. 
Para reducir este сазо al examinado anteriormente, ès necesario 
109 
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definir adicionalmente las funciones f (z) y y (z) en el punto z = 
de tal modo que éstas sean. continuas en dicho punto. 
Para esto es suficiente poner 


1@= lim/(4=0 e= limo 


ya que, evidentemente, el límite de la razón 2}, cuando 2->a, 


no depende de que las funciones f (2) y y (2) estén o no definidas 
en el punto = = a, 
Observación 2. Si / (a) = Ф (а) = 0 y las derivadas /' (2) 

y y (2) satisfacen las condiciones puestas sobre las funciones f (2) 
Y 9 (E), sogún Ja hipótesis del tooroma, entonces, aplicando la regla 
do L'Hospital para la razón / La ‚ obtendremos la fórmula; 

in LO) m LD 

1 — = to. 

E am? ° 


Observación, 3. Si q! (a) == 0, pero f’ (z) 9 0, el teorema so 
aplica a la razón inversa To" que tiende a cero, cuando х» a. 


Por tanto, la razón е tiendo al infinito. 


Ejemplo 1. 
зеп 5х (ser 5cos5r _5 
و کیو ویر‎ El = РЕ .کہ‎ 
Ejemplo 2. 
1 
за BUH oum TEE „1ш, 


Ejemplo 3. 


созт 


Ша тат “ке 7905 E шд 


En este caso fuo necesario aplicar tres voces la regla де L'Hospital, 
puesto que, para z=0, las razones de las primeras, segundas y terceras 


derivadas conducen а la indeterminación т. 
Observación 4. La regla de L'Hospital también puede ser aplica- 


da, cuando 
lim f()=0 y Мт p()=0. 
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En efecto, haciendo z= , vemos que z= 0, cuando z —> оо, 
y, por tanto: 
1 


als mA a 


Aplicando la misma regla de L'Hospital a la razón { ij halla- 
ف‎ 
z 


mos: 
i) 1 
à (5 
lim LE „= а 22 lim = lim کل‎ 
a+ (2) z0 1 ГЕП РЕТ (1 
y $ 
. z 2 
= на L 
«жа 
lo que se trataba de demostrar. 
Ejemplo 4. 
k 1 
зеп — koos— | ¬ 
Mm = گے‎ ( =). ы cos lê mk. 
mE [с 


$ 5, LIMITE DE LA RAZON DE DOS MAGNITUDES 
INFINITAMENTE GRANDES 


(«CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DE LA говма») 


Examinemos el problema acerca del límite de la razón de las dos 
funciones ў (z) y Ф (z), que tienden al infinito, cuando £+ a 
(о cuando 2 => оо). 

Teorema. Supongamos que f (z) у Ф (2) son funciones continuas 
y dertvables, para todos los valores de x + a en la vecindad del punto 
a, y que la derivada $ (2) no se reduce a cero. Supongamos también que: 

lim 2) = оо, li 


y que existe el límite 
(0 
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Entonces existirá también el ml, о sea: 


f (a) 


Ит —~— = lim 2. 


2 
хте Q(z) к-аф(а) al a 


Demostración. En la vecindad considerada del punto а elijamos 
dos puntos a y т de tal modo que 
a<zr<ae (6a>z2>0). 
Según el teorema de Cauchy, tendremos: 
/@-/@ _ 1 
9-o Fo’ 


donde а < ¢ < 2. El primer miembro de la igualdad (3) lo transfor- 
maremos азі: 


(3) 


=< 
12-1 1ے‎ ЛӘ) 


TIT TO 4 
o (2) 
De las correlaciones (3) y (4) obtenemos: 
19 


ro _ 10 ta. 
90 «Ф@{_Ф@ 
(2) 


Do donde: 
-20 
219 70 1790. 
Ф@ FOA 
(2) 


De la condición (1) se deduce que para cualquier e > 0 arbitra- 
riamonte pequeño, se puede elegir а tan próximo de a, -que para 
todos los valores de = = с, donde а <¢ < a, so cumpla la 
desigualdad 


(5) 


ге _ 
(0 


<e 
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=.<L 2 <A+e © 
Examinomos, ahora, la fracción 
1-20 
COM 
1279 
П] 


Fijemos а de tal manera que se cumpla la desigualdad (6), 


y aproximemos z al valor а. Ya que f (2) > co y ọ (z) — оо, cuando 
2 > а, tendremos: 


1.909 <q e. а 


Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (6) у (7), 
obtenemos: 


1-20 
to © 
FO i 

15 


(4 —8) (15) < <(A +e) (1 +e), 
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o, en virtud de la igualdad (5): 
(4 و9‎ > <a ++. 


Puesto que e es un número arbitrariamente pequeño, cuando z se 
encuentra lo suficientemente próximo de a, de las últimas desi- 
gualdades se deduce: 


на 10) — a 
xoe e) 
o, según (1): 
иш L lim LD 


soap) pla 
lo que se trataba de demostrar. 
Observación 1. Si en (1), А = ос, es decir, 


на LO. 
«а 


la igualdad (2) sigue siendo válida. En efecto, de la expresión anterior 
se tier 


на LEL o, 
TA 


Según el teorema demostrado: 
lim ZÊ. in LO o, 
A AIO sas FO) 
de donde, 
sm 10 
saa) 


Observación 2. El teorema se puede generalizar fácilmente al 
caso en que z+ оо. 
Еп el caso do que Jim, j (2) = оо, lim р (z) = co y existo 


Ti) 
ve 


+ entonces: 


im 29 гә 
lim LO — и 
E TON S 
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Esto se demuestra haciendo la sustitución de z = +, como se hizo 
en condiciones análogas, al calcular los límites indeterminados del 
tipo © (véase $ 4, observación 4). 

+ Ejemplo 4. 


Observación 3. Insistamos una vez más en que las fórmulas (2) 
y (8) so verifican sólo cuando exista el límite (finito o infinito) del 
segundo miembro. Puede ocurrir que exista el límite del primer 
miembro y el del segundo no, como ocurre en el caso siguiente: 


lím 56882 


2. z 


Este límite existe y es igual a 1. En efecto, 


lím 228002 иы (t+ songz 
o. бу Ке z 


Poro la razón de las derivadas 
(E sen’ _ 1+cosz 
(2) 1 


mo tiende a ningún límite, cuando <=» о, sino que oscila entre 
y2 


=1+cosz 


Ejemplo 2. 
Ejemplo 3. 
1 
iga oz 1 cost3z А 2:3c093z sen 32 _ 
а аг SM йа = Шер саза. 
E HT "Z -F 
in cos3r son3z ү 3sem3z (—1)_„(—1) (—4) 
in сова Ша en z Ше авс S D y "8 
pe کي‎ р 
Ejemplo 4 


lim = lím -7=0. 


жэш ۴ ەم‎ 
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En general, para cualquier número entero-1>0 
na) 


ма 


ха = Ма л... 
Los cálculos de los límites indeterminados, que simbólicamente 
se representan así: 
a) Ooo; Б) O; с) oo; d) de; 0) oo—oo, 
se reducen a los casos ya examinados. 
El significado de estos límites indeterminados es como sigue: 
a) Suponiendo lim / (2) = 0 y lím 9 (z) = оо, hallar 
на = 
lim [7 (2) Ф (27. 
Esta es una indeterminación de tipo 0-00. 
Escribiendo esta expresión en la forma: 
“Kim /()9(0]= lím te 


9 
o en la forma; 


шк U 9(2)]= lin 22, 
T 
obtendremos, para z => a, una indeterminación de la forma? o3. 
Ejemplo 5. 


Lim x In # lim — iim E o. 
Б т» om 


b) Sea: 
lim f()=0, — limp()=0, 
hallar ы ЖЕТ 
lim (fF, 
o, como suele decirse, calcular el límite indeterminado de tipo 0°, 
Poniendo 
=U PO, 


y tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad, tendremos 
Ла y=9(2) [Inf(z)]. 
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Si 2 -> a, obtenemos en el segundo miembro una indeterminación 
de tipo 0-со. Una vez calculado el lîm In y, será fácil hallar el 


lim y, Efectivamente, en virtud de Ta “continuidad de la función 
„ resulta- 
rá, evidentemente, que im y = Фб, como caso particular, b = 


+00 6 b= —оо, entonces será, respectivamente, lím y = 
= +оо ó limy=0, 


Ejemplo 6. Hallar lmz". Haciendo уа", hallamos In lim y= 
m limin y=lim In (29) Їй (2 la z); 


logarítmica, se tiene lím In y = Jn lím y, y si lo lím y = 


lim (= In z) lim n کہ واس کک‎ 


im 2-0, 
Б] 


por tanto, In lîm y =0, de donde resulta que Иш у= е®за1, es decir, 
Ша se1. 


De. un modo análogo se calculan los límites en los demás casos, 


$ 8. FORMULA DE TAYLOR 


Supongamos qué la función у == / (2) tione todas las derivadas, 
hasta la de orden (л - 1) inclusive, en cierto segmento que contione 
el punto = = a. НаПетоз un polinomio y = P, (z) de grado по 
superior a n, cuyo valor en el punto z = а sea igual al de la función 
1 (2) en el mismo punto, М los valores de sus derivadas hasta el 
n — ésimo orden sean iguales en el punto z = а а los valores de las 
derivadas correspondientes de la función / (z), en este punto: 


Р, (а)=/(@. Р, (а) =f (а), Р; (а) =), ... 
n Ва) = Mo. (0) 
Es de suponer que este polinomio, en cierto aspecto, será «proximo» 
а la función f (2). 
Шагетоз este en forma de polinomio, siguiendo las potencias 
de (z — a) con coeficientes indeterminados 
Pa @) == б, + Ci (2 — a) + Ca (к — аў + С, (2 — a)" + 
+С, а)". a 
Los coeficientes indeterminados Cs, Cs, . С, calculemos de 
tal modo que se cumplan las condiciones (1). 
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Hallemos previamente las derivadas de Р, (z): 
Р, (== С, + 26, (т — 0) + Cala — af + -1H (aa Y, 
HC, { (зу 
nín—4) ... 2-1-С,„. 


Sustituyendo z por el valor de a en los dos miembros de las 
S y sustituyendo, según (1), P, (a) por f (a), 


igualdades (2) y ( 
Ph (a) = f’ (a) ete., obtendremos: 


т@)=с„, 
r=, 

f (= 21C» 
f (a) =3-2-1C,, 


f(D пп =1) (e — 2) ... 2-1С„, 
de donde resulta: 


= сеге رک‎ 


f" (a. 


а) 


di % 
=з С 


Introduciendo en la fórmula (2) los valores hallados de 
Си Cas >. «+» Cn, obtenemos el polinomio buscado > 


2-а 


Р, (а) 104 E 


рї a 
го Er а .. 


AL ® 


п 


Designemos por R, (2) la diferencia entre los valores de la función 
dada, 7 (2), y del polinomio calculado Р, (т) (fig. 95): 


В, (2) = f (2) — Pa (2), 
de donde tenemos: 
Қа) = Pa (0) 4-Е, (4), 
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o, en forma desarrollada: 


101040 Er e+ 


te 


E e +R. O 


nl 


El término А, (х) se conoce con el nombre de término comple- 
mentario, Para aquellos valores de т en el que el término comple- 
mentario R, (2) es pequeño, el polinomio Р, (2) 
da un valor aproximado de la función f (2). 

Asi. pues, la fórmula (6) permite sustituir 
la función y = f (2) por el. polinomio y = 
=P. (z) con el grado correspondiente de preci- 
sión. igual al valor del término complemen- 
tario Fp (2). 

Estimemos el valor del R, (z) para diferen- 
tes valores de т. 

Escribamos el término complementario en 
la forma 


Fig. 95 


КЕЕ 
R= t=O, m 


donde Q (z) es la función que debemos hallar. Escribamos de nuevo 
la fórmula (6), dol siguiente modo: 


I= (+ + Eros... 


e-a" y 6‏ › == سي 
e 6‏ سس . 
¿E E ош. (6)‏ 
Considerando fijos los valores de z y a, la función Q (2) tendrá‏ 
un valor determinado, que designamos рог Q.‏ 
Veamos ahora la función auxiliar de £ (t está comprendido entre‏ 
аут‏ 


М 
воно 0 و 0 — ہے‎ 


@—0° wg 09" 
ass 9 
m O 
donde el valor de Q viene determinadó por la correlación (6'), cuando 
a y z son números determinados. 
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Hallemos la derivada F” (0: 


rn ED FTA 
ro+ аА 


FAs- A+A 


1 
at ju ET юу п э, _ 
н ie Te 
_ ۵۳ع‎ +, у AE 
Ct r 
y reduciendo: 
Eg EE ну E 0, 8 
пі mi 


Por consiguiente, la función Р (9 tiene derivada en todos los puntos 
f, próximos al punto de abscisa a. Observemos que, según la fórmu- 


la (6), se tiene: 
` F( =0, F (a) =0. 
Por eso, a la función F (f) se le puede aplicar el teorema de Rolle 
у, por tanto, existe un valor ¢ = E, comprendido entre a y т, рага 
el cual Р (E) = 0. De aquí, en virtud de la correlación (8), obtene- 
тов: 


EV EV سم‎ 
a ad” ы 


de donde 
0=/"*?®. 
Introduciendo esta expresión en la fórmula (7), resulta: 
« Y ажо 
NA TON 
E N 


Esta ев la lamada fórmula de Lagrange para el término comple- 
mentario. a 

Como E está comprendido entre т y a, puede ser representado 
en la forma*: 


è= a + 0 (z — a), 


*) Véaso el final del § 2 del presente capitulo. 
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donde, 0 es un número comprendido entre 0 y 1, es decir, 0 < 0 < 1. 
En este caso la fórmula del término complementario toma la forma: 


м. EY +» ЕЯ 
mostmi la + 0(2—a)]. 
La fórmula; 


۳ 
101042104 Erm +... 

K ЕР 

f a) реа оо) ө 


se denomina fórmula de Taylor para la función f (z). 
Haciendo а = 0, la fórmula de Taylor se escribirá así: 


19=10+F10+FF 04 “+ 


E p эы aii 
E OEE ө), (0) 


donde, Ө está comprendido entre 0 y 1. En este caso particular, la 
fórmula de Taylor toma también el nombre de fórmula de Maclaurin. 


$ 7. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES ех, sen % y cos z 
POR LA FORMULA DE TAYLOR 


1. Desarrollo de la función f (z) = e”, 
Hallando las derivadas sucesivas de f (2), obtendremos: 


e, 10) = 1, 


Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (10) $ 6, 
tendremos: 
2e Гм 2 
A A е . 
лыга ты ыар ы уы. 
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Si | z | < 1, haciendo п = 8, habremos evaluado el término comple- 
mentario: 
1 
R< a 3. 


Cuando z = 1, se obtiene la fórmula que permite hallar el valor 
aproximado del número e: 


1414+ i 


realizando las operaciones sobre las fracciones decimales hasta el 
quinto signo después de la coma hallamos: 

е = 2,71827. 
Aquí se toman como exactas las primeras cuatro cifras decimales, 


ya que el error по es superior а руб а 0,00004. Tengamos en cuenta 
que para cualquiera z el término complementario será 


т^" 
В, = —“——‹*-„0, cuando noo. 
(n+ 

Efectivamente, si Ө < 1, у= tiene un valor fijo, la magnitud 
ex está acotada (es menor que ех, cuando z > 0, y menor que 1, 
cuando 2< б). 

Demostremos que, para todo т fijo, se verifica: 

+ 

0, cuando поо. 


+ 
En efecto, 
а l- les zz, z 
mp 2з” Saril: 


8 5 es un número fijo, se hallará un entero positivo N tal que 
Га. 

Ponomos H = q. Entonces, teniendo en cuenta que 0 <q < 1, 
siendo n = N +4, N +2, N +3, ote. apo 
П 


anio 


АШ 


Desarrollo de las funciones є, sen x y cos x por la fórmuta de Taylor А61 


puesto que 


es constante, es decir, no depende de n, 


1)! 

mientras que g"-N+2 tiende a cero, cuando n=» оо. Por tanto, 
pa 

lim — 

ET @ 
y entonces, 

go 

В, (a) =e" >0, cuando п-к оо, 
(n-+ 1)! 


De lo anterior se deduce que para todo valor de z se puede calcular 
tot cualquier grado de precisión, tomando el número suficiente 
je términos. 


2. Desarrollo de la función f (z) = sen z. 
Hallemos las derivadas sucesivas de / (2) = sen z: 


f(z == зеп, 1(0==0, 
Гов (245), 10 =1, 
, 0 = 
озени [a +33), = 
р) = sen z= (+45): 


f° =n (+3). f(0) = пп ®, 


к= за[«+@+0], f sen [i++ 0 ®]. 


Introduciendo las expresiones halladas en la fórmula (10) $ 6, 
obtenemos el desarrollo de la función f (т) = sen z según la fórmula 


11534 
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de Taylor: 


sra E 
E] 


oo tinna i++ 03), 


кый 
) 3 ]|<1. se tendrá lim R, (2) =0 


y puesto que [sen [8+ in 


para todos los valores de z. 
Apliquemos la fórmula obtenida para el cálculo aproximado de 


sen 20°. Hagamos n = 3, es decir, nos limitaremos a los dos primeros 
términos del desarrollo: 


ля ifn 
im E 


Evaluemos el error que resulta igual al término complementari 


пы (а вао (5) 2 ооо сон. 


Por tanto, el error es inferior а 0,001, es decir, sen 20° = 0,343, 
соп un error menor de 0,001. 
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En la figura 96 están representadas las gráficas де la función 
f(z) == sen т y de las tres primeras aproximaciones: 


8S, = $:(ж) = 


ЕП 


3. Desarrollo de la función f (2) = 3 
Hallando los valores de las derivadas sucesivas de la función f (z) == 
= сов z para = = 0 e introduciéndolos en la fórmula de Maclaurin, 
obtendremos el desarrollo: 


созт 


z" х зт л 
5 1) ар 
too (ng) + oo + | 
ГЕ. 
АФ también lím В, (z) = O para todos los valores de 2, 


Ejercicios para el capítulo IV 


z t, b 
1 et aa dr 
ea > Hi 


mu derivada. 7. Comprobar quo 
para la función y = соз? z en el segmento [-+. +]. 8. La función y = 


m 1 — Уа so anula en los oxtremos del segmento [—1, 4]. Demostrar 
ЕЛНЫ; ба mo э Seduce а омо эз Шар: pin ТИ Эйе 
to [Eds 1), Explicar por qué гыда no ез aplicblo on esto caso el шә 
ki La кү la En Па de Lagrange para p E y=senz 
т e someto Ls a lespuesta: sen za — en = (22 = z 

10. Compro! т ч Че grato а para la de 
ا و‎ 


que la fórm 
TA 1). 14. jué =æ д" 
ln tangento es paralela a a cuerda а ERA 


12. ¿En qué punto de la curva 


= in = la tangente es шога 1 
Y Ha le, E Respuesta: sa rel punto de Аиа Се ez шем. 
esigualdades: 13. et > 


ж Merry а parue A e Ha 

= O e ас Газ асанда 
i> rotg = < z. 17. Aplicar la fórmula Cauchy le ا‎ 
1) = 9 (2) ==? en el segmento И, 2] y hallar e. Respuesta: o= 14 
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Calcular los límites siguientes: 18, Иш ЖУ. Resp, 1. 19, Иш EZ 


ra mL жо SERE 


а 
Resp. 2. 20. lim 382—2, Resp. 2. 2i. le LS. Resp. — 


J == ж) созт 


22. Иш, < Resp. No existe el límite. (VŽ para 2—0, — VĒ 


para #—>—0). 23. Иш nE. Resp. .چ‎ M. lim £ E. бару 
= 
а 3—aresonz son3—sona 
зр. 25. Pq 4. 28, Im SEZENS, Rerp, cos e. 
eV sen у—1 sonz: "е 1 
а TH. Resp. 2. 28. lim RE. Лер go 
251 3 1 
paa Resp. ge 30. Mm ME donde n>0). Resp. 0. 
п (1+5 ШЕТ 
3. Un сше ЛАР ا‎ Resp. —A, 38. lim | 
7 


Hesp. 0, cuando a>0; co cuando 4<0. 


In sen 3z 
Rep. 1. 85. Um Taepa Лер. 1. 36. lim tis 


з. Mm PEZ. Reap. 0. 38. limi») tg Z 
Сг: = 

2 2 1 1 

$o a lim ESEE] . Reap ух 40. tn [y тїт]. 


Resp. 4. 41 а (00914 9)- Resp, 0. 42. lim a). Resp. 
-F 
٤ 


43, а 2e. Resp. А. lim aae, Resp. со, 45. Шат 


46. Mim ya. Resp. 4.47. (2 ү '. Resp. 1.48. а (1+2) Respe. 


az Ж ч. ы: sen 
49. lim (оне 2® *. Resp. j. 50.1mm (eos) Resp. 1. 54. lim (®* 


Resp. qi= Y 52. lim (167 2. 53. Desarrollar en potencias 
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PE A. Desarrollar en potencias de 21 el polinomio 
ASE Respuestas (FITZ Ia EHON (EHO 
55, Aplicar la fórmula de Taylor a la саа у= Vz, cuando ami, n=3. 
21 4 Ep ° 3 ANG 
Respuestas Vzmet + E E 
xI1+0(2-19577%, 0< 0< 1. 56. Aplicar la fórmula de Maclaurin а la 


función y= УТ, cuando n=2. Respuesta: VIF a aat 


ta" 0< Ö1. 57. Tomando los resultados dol ejemplo anterior, 
1 


evaluar el error de la igualdad aproximeda УТЕ 1а а, 


menos de сїр. 


las igualdades aproximadas, «válidas 
ol error de las" mismas: 8. АЧ 


+. ®. жееп raz +. 61, моца 


Explicar la procedenci: 

pequeños valores de z, y oval 
A 

E gr 


a Erni. 68, aat Viw 


65. Umiinit, Resp. 0. 


Resp. 1. 
Р. 2 


س سے سی ا 


EA lim [#— 


1 


la n(1+5)]- nep. 


f 
en 


E), дар $. AE 


CAPITULO V 


ANALISIS DE LA VARIACION 
DE LAS FUNCIONES 


$ 1. GENERALIDADES 


El estudio del aspecto cuantitativo de los diferentes fenómenos 
de la naturaleza se reduce al establecimiento y análisis de 
dencia funcional entre las magnitudes variables que participan en 
cada fenómeno. Si so logra expresar tal dependencia funcional de 
modo analítico, decir, mediante una o varias fórmulas, podemos 
explorar la й dencia mencionada, sirviéndonos de los métodos 
del análisis matomático. Por ejemplo, ‘al estudiar el fenómeno del 
movimiento de un proyectil en el vacío so obtiene la fórmula que 
determina el alcance de caída R en función del ángulo de elevación 
a у la velocidad inicial гу: 


(donde g es la aceleración de la graved 
Con esta fórmula, podemos establecer a qué ángulo a, corresponde 
ol alcance Л, máximo o mínimo, en qué condiciones el crecimiento 
del ángulo a determina ol aumento del alcanco, etc. 
Consideremos otro ejemplo. Como resultado del estudio de las 
oscilaciones de una carga sobre una ballesta (de un vagón, de un 
automóvil, etc.) se obtiene la fórmula do la desviación y de la carga, 
respecto a la posición de equilibrio, en función de tiempo t: 


y=e"* (A cos ot + В sen ut). 


Las magnitudes Е, А, B, о, que integran la fórmula, tienen un 
valor determinado para un sistema oscilatorio dado (dependen de la 
elasticidad de la ballesta, de la carga aplicada, etc., que no varían 
con el tiempo f) y, por eso, se consideran como constantes. 

Con esta fórmula, se puede establecer para qué valores de £ crece 
la desviación у ař aumentar ё, cómo varía la magnitud de la desvia- 
ción máxima en función del tiempo, para qué valores de £ estas desvia- 
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ciones son máximas, a qué valores de ¢ corresponden las velocidades 
máximas del movimiento de la carga, etc. 

"Todos los problemas mencionados forman parte del concepto 
«análisis de la variación de una función».Es evidente que será difícil 
aclarar todas las cuestiones consideradas, calculando los valores 
de la función en puntos aislados (como se ha hecho en ol capítulo П). 
La finalidad del presente capítulo consiste en establecer un método 
general para el análisis de la variación de funciones. 


$ 2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION 

En el $ 6 del capítulo primero hemos dado la definición de una 
función creciente y decreciente. Apliquemos ahora el concepto de 
derivada al análisis del crecimiento y decrecimiento de una función. 

Teorema. 1) Si la función f (=), derivable en el segmento la, bl, 
mu En еве мим, т derivada en éste по es negativa, es decir, 
r (а) 2.0. ` 

2) Si la función f (z) es continua en el segmento la, b) y derivable 
sobre el intervalo (a, b) cuando f (=) es positiva para а < = < b, 
esta función es creciente sobre el segmento (a, b). 

Demostración. Demostremos la primera parte del rema. 
Supongamos que ў (z) crece sobre el segmento la, bl; demos al argu- 
mento = un incremento Ах y consideremos la razón 


124 An —/@ 
a ч (0) 
Como f (z) es una función creciente, so tiene: 
f+ Ау (2) pora Az>0 


Ал) < (0) para Az<0 
En ambos casos 


y 


E+ 22 9 >o, 


y, por lo tanto, Я 
lim 1950, 
Ке 
es decir, Y” (2) > 0, lo que sê trataba de demostrar. [Si fuera / (2) < 
< 0, entonces, para valores de Az suficientemente pequeños, la razón 
(1) sería negativa, lo que contradice a la relación (2) 
5 ()>0 


Hz + Аз) — 
Az 


Pasemos ahora a la segunda parte del teorema. 
para todos los valores de z pertenecientes al intervalo (a, 
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Consideremos dos valores arbitrarios, тү y 22, 24 <ta, pertenecien- 
tes al segmento la, b. 

Conforme al teorema de Lagrange sobre incrementos. finitos 
tenemos: 


16) —f (e) = f O (a — a), а < Û < a. 


Puesto que f’ (E) > 0, entonces f (z2) — f (zı) > 0, lo que significa 
que / (z) es una función creciente. Existe un teorema análogo para las 
funciones decrecientes (si son derivables). 


y y 


1 7 
w в 


Fig. 97 


Si la función f (z) decrece sobre el segmento la, b), sobre el mismo 
segmento la derivada f' (а) < 0. Si f (2) < 0 sobre el intervalo (a, b), 
la función f (z) decrece en el segmento la, b]. Se supone que la función 
es también continua en cada punto del segmento (a, 6] y derivable 
en todo el intervalo (a, b). 


Observación. El teorema demostrado tiene la siguiente interpro- 
tación geométrica. Si la función ў (2) es creciente sobre el segmento 
la, bl, la línea tangente a la curva 

= f (a), en cada punto del mismo, 
forma con el eje Oz un ángulo agudo q, 
о en algunos puntos, puede ser paralela 
al eje. La tangento de esto ángulo no es 
negativa: / (z) = tg 9 > 0 (fig. 97, a). 

Si la función f (2) es decreciente sobre 
el segmento (a, b] oì ángulo do inclinación 
de la línea tangente será obtuso (en 
algunos puntos la línea tangente puedo 
ser paralela al eje Oz). La tangente del 
ángulo no es positiva (fig. 97,0). 

Del mismo modo se interpreta la 

da parte del teorema. El teorema 
permite juzgar sobre el crecimiento o decrecimiento de la función 
por el signo de su derivada. 


Fig. 98 
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Ejemplo: 
de у 


Solución. La derivada es j’ = 4:9; y’ > 0, es positiva para z > 0; os decir, 
la función crece; 
y” < 0 es negativa, para = < 0, es decir, la función decrece (fig. 98). 
$ 3. MAXIMO Y MINIMO DE LAS FUNCIONES 


Definición de máximo, Se dice que la función f (2) tiene un 
mázimo en el punto ү, si su valor es aquí mayor que en cualquier 
otro punto z de cierto intervalo que comprende el punto дү. Es decir, 
la función tiene un mázimo en т = z,, si f (z, + Az) < J (zı) para 
todo valor de Az (positivo o negativo) 
suficientemente pequeño en valor absoluto*. 

Asi, por ejemplo, la función y = f (z), 
cuya gráfica se expone en la figura 90, 
tiene máximo cuando z = д. 

Definición de mínimo. Se dice que 
la función f(z) tiene un mínimo para 
z= si 


y 


Í (22 + Аз) > f (22) CER AEIR] d 


para cualquier valor de Az (positivo o 
negativo) suficientemente pequeño on valor Pig. 99 
absoluto (fig. 99) 

Por ejemplo, la función y = 2*, examinada al final del párrafo 
anterior (véase fig. 98) tiene un mínimo en = = 0, ya que y = 0 
cuando z = 0 e y > O para otros valores de z, 

En relación con estas definiciones de máximo y de mínimo es 
necesario prestar atención a lo siguiente: 

1. La función definida en un segmento puede alcanzar su valor 
máximo o mínimo sólo en los puntos comprendidos dentro del seg- 
mento considerado, 

2. Sería un error suponer que el máximo y el mínimo de una 
función son respectivamente el mayor y menor valor de la misma 
en este segmento. En el punto del máximo, la función tiene el mayor 
valor sólo en comparación con los valores que ésta tiene en los puntos 
suficientemente próximos al punto del máximo. En el punto del 
mínimo, la función tiene el menor valor sólo en comparación con 
los. valores que ésta tiene en los puntos suficientemente próximos 
al punto del mínimo. 


*) A voces, esta definición se enuncia así: la función f(x) tiene un 
máximo on el punto zı si existe una vecindad (а, В) del punto z, (2 < 
<= <B) tal que para todos los puntos de la misma distintos de гү, se 
cumpla la desigualdad f (2) < f (=p. 
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En la fig. 100 se representa una función definida en el segmento 
la, bl, que tiene: 


máximo, cuando z = 2, Y T= Z} 


mínimo, cuando z = =. y 


= to 


pero el mínimo de la función en z = 2; es mayor que el máximo en 
== шщ. Para т = b, el valor de la función es mayor que cualquier 
máximo de la función en el segmento 
y considerado. 
* Los máximos y los mínimos -se 
llaman valores extremos de la función. 
Los valores extremos de la función y 
su situación en el segmento la, b] сагас- 
terizan en cierto modo la variación de 
la función eu, dependencia do la varia- 
ción del argumento, 
NES Más adelante indicaremos el modo 
iê de calcular los valores extremos. 
v Teorema 1. (Condición necesaria para 
la existencia de un valor extremo). 
Si la función derivable y = f (т) tiene un máximo o un mínimo 
gr pinio = = a, т derivada en este punto se reduce a cero, es decir, 
а) = 0. 
Demostración. Supongamos que en el punto z = тү la función 
tiene un máximo. Entonces, para los incrementos Ar (Az »% 0), 
suficientemente pequeños en valor absoluto, se verificará: 


F(=1+42)<1f (ш), 
1@ + Az) — f (2) < 0. 
Pero en este caso, el signo de la razón, 


e+ А» —1 (20 
ые ыш 


es decir, 


se determina por el de Az: 


Az<O0, 


LEIDE <o cuando Az >0. 
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“Conforme a la definición de derivada, se tiene: 


f Az) — f (z) 
= = 


Si la función f (z) tione derivada en z == z,, el límite dol segundo 
miembro по depende de como Az tiende а cero (permaneciendo 
positivo o negativo). 

Pero, si Аг —> 0, siendo negativo, resulta: 


F)>0 
Si Az 0, siendo positivo, se tiene: 
f (0 <0. 


Puesto que Ӯ (z,) es un número determinado que no depende 
de la manera en que Az tiendo a cero, las dos últimas desigualdades 
serán compatibles únicamente cuando 


f (а) =0. 


Del mismo modo se demuestra el teorema, cuando se trata del 
mínimo de la función. 

Esto teorema tieneel siguiente significado geométrico: зі en los 
puntos de máximo o de mínimo la función f (2) tione derivada, la 
С ngenta a la curva у= f(z) en estos puntos será 

Jela al ejo Oz. Efectivamente, si / (2)= 0, 
тат фев el ángulo formado, por la tangento y 
Oz, se tiene que p = 0 (fig. 99) 

'De este teorema se deduce, que st la función f (2) 
tiene derivada para todos los valores considerados del argu- 
mento z, ésta puede tener valores extremos (mázimo E 
o mínimo) únicamente en los puntos en los que la 
derivada se reduce a cero. La conclusión recíproca no 
es cierta: una función puede no tener máximo пі 
mínimo en el punto en que la derivada se anula. En 
la figura 99 зе representa una función cuya derivada 
зо reduce a coro cuando z =z, (la tangente es horizon- Fig. 201 
tal); sin embargo, la función no tiene en este punto 
máximo ni mínimo. Análogamente, la función у = а? (fig. 101) 
tiene derivada igual а cero en = = 


(y Jami = (82°) о =0. 
Pero en este punto la función no tiene máximo ni mínimo. En efecto, 


por muy cerca que se encuentre el punto z del punto O, siempre se 
verificará 


Ге) = lim 
armo 


az <0 para =2<0 
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>0 para =ғ2> 0. 


Hemos analizado| el caso en que la función tiene derivada en 
todos los puntos del segmento. ¿Y qué ocurre en los puntos donde 
no existe la derivada? En los ejemplos que siguen explicaremos. 
que en los puntos donde la función no tiene derivada puede haber 
máximo o mínimo, pero puede ocurrir también que en éstos no 
haya ni uno ni otro, 


Ejemplo 1. La función y = | = |по tiene derivada en el punto z= O 
(en esto punto la curva no tiene tangente determinada), pero en este punto 


Y 
уча, 


Fig. 102 


dimito un mínimo; en efecto, у = 0 cuando z = 0, 
otro punto х, distinto de cero, tenemos y > 0 (li 


Pig. 103 


Ejemplo 2. La función y = (1 — 2% 
ya que la bxpresión y’ = — (1—22/9)%/ 173/3 infinito cuando х = 0, 
по obstanto, en esto punto la funci O = 1, 1(2) <1 para 
2 diferente de cero (Dg. 108). 

Ejemplo 3. La función y = Ў = no tiene derivada en z= 0 (4 == со 
cuando z =» 0). En este punto la función no tiene пі máximo ni mínimo puesto 
que / (0) = 0; f (z) <O para = < O; y 7 (2) >O para x > 0 (fig. 104). 


cuando z = 0, 


Así pues, la función puede tener valores extremos solamente 
en los puntos donde la derivada existe y es igual a cero, o bien en 
aquellos donde no existe la derivada. 

Observemos que si la derivada no existe en cierto punto, pero 
existe en los cercanos a éste, entonces la derivada tiene discontinui- 
dad en dicho punto. 
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Los valores del argumento, en los que la derivada se reduce a cero 
o tiene discontinuidad, se laman valores o puntos críticos. 

De lo anterior se deduce que no para todo valor crítico la función 
tiene máximo o mínimo, Sin embargo, si en un punto la función 
admite un máximo o mínimo, este punto es obligatoriamente crítico, 
Por esp, рага hallar los valores extremos de la función, se proce: 
de la manera iente: hallamos todos los puntos críticos y después 
estudiamos cada uno de ellos aclarando, si hay o по en éstos un máxi- 
mo o mínimo de la función. 

El análisis de la función en los puntos críticos está basado en los 
teoremas siguientes. 


Teorema 2. (Condiciones suficientes para la existencia de un 
valor extremo). Supongamos que la función f (z) es continua sobre 
cierto intervalo, al cual pertenece el punto crítico х1, y esderivable en cada 
punto del mismo (ezcepto, posiblemente, el mismo punto z). Si, al pasar 
por este punto de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia 
de «más» a «menos», entonces la función admite mázimo en х = Z, 
Si, al pasar por el punto тү, de izquierda a derecha, el signo de la 
derivada cambia de «menos» a «más», la función admite un mínimo en 
este punto. 

De modo que si: 

a) { f (2) >0 para z < zı 

f (2) < 0 para z > 21, 
en el punto =; la función tiene mázimo; 


b) EE (2) <0 para z < t 
Р @) 20 para z> 2, 
en el punto z; la función tiene mínimo, Hay que tener en cuenta que 
las condiciones a) y b) deben cumplirse para todos los valores de z, 
suficientemente cercanos al valor z,, es decir, deben cumplirse en 
cada punto de la vecindad suficientemente pequeña, del punto 
crítico д. 


Demostración. Veamos primero el caso en que el signo de la 
derivada cambia de «más» a «menos», es decir que para todos los 
puntos z, suficientemente próximos al punto тү, se tiene: 


f (@>0 para 2<z, 
Р (0) <0 para => 2. 
Aplicando el teorema de Lagrange а la diferencia f (z) — f (zı), 
obtenemos: 
Ка) — f (z) = F @) (2 — а), 
donde $ es un punto comprendido entre т y zy. 
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1) Sea = < 21, entonces se tiene: 
ES 10>0 f (0) (6—2) <0 


y, por tanto: 
i f —[()<0, 


10) <i (z). a) 


2) Sea z> zı, entonces se tiene: 
Ера, /@<0, 700 (6—2) <0 


о sea 


у, рог tanto: 
160) – 16) <0, 


1 (2) <): (2) 


Las correlaciones (1) y (2) muestran que para todos los valores 
de т, suficientemente cercanos a z,, los valores de la función son 
menores que el valor de ésta en el punto ү. Por consiguiente, en este 
punto la función f (т) tiene un máximo. 


о sen 


Y 


ES 


Fig. 105 


Del modo análogo se demuestra la segunda parte del teore- 
ma, es decir, la condición suficiente para el valor mínimo. 

'La figura 105 nos ilustra claramente el sentido del teorema 2. 

Supongamos que en el punto z = гү tenemos /' (т) = 0, y que 
en cada punto z, suficientemente cercano a zı se cumplen las 
desigualdades: 


F()>0 раа 2<%, 
f (2) <0 para т >л. 

Entonces, cuando т < z, la tangente а la curva forma con el 
eje Oz un ángulo agudo, y la función crece; cuando т > z, el ángulo 
formado por la tangente y el eje Oz es obtuso, y la función decrece. 
Cuando т = лу, la función creciente comienza а decrecer, es decir, 
tiene un máximo. 
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Si enel punto zz tenemos f’ (2) = 0 y para todos los valores de 
z, suficientemente cercanos а z, se cumplen las desigualdades: 
f (2 <0 para £< zp 
f (2>0 para 2>2%p 
entonces, cuando z< zs, la tangente a la curva forma con el eje 
Oz un ángulo obtuso, y la función decrece; cuando т > т; el ángulo 
formado por la tangente y el eje Oz es agudo y la función crece, 
Cuando z = ту, la función decreciente pasa а ser creciente, es decir, 
tiene un mínimo, 

Si рага т = =; tenemos f’ (2) = 0, y, рага todos los. valores 
de z, suficientemente cercanos а ту, se cumplen las desigualdades: 
f (0) 220 para =< zy 
F(9>0 para => 23 
entonces, la función es creciente tanto para т < zj сото рага z >= 
> ss. Por lo tanto, para т = ту la función no tiene ni máximo ni 

mínimo. 
Precisamente esto es el caso de la función y = 2*, cuando z = 0, 
En efecto, la derivada y’ = 32%, por tanto: 


(emo = 0, 
(ео >0, 
(00220, 


lo que significa que en z = 0 la función no tiene máximo ni mínimo 
(fig. 101). 


$ 4. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION DERIVABLE 
MEDIANTE LA PRIMERA DERIVADA 


Basándonos en lo expuesto anteriormente podemos construir 
el esquema para el análisis de máximos y mínimos de una función 
derivable y 

1. Hallar la primera derivada f’ (z) de la función. 

2. Hallar los valores críticos del argumento =, pai 
necesario: 

а) igualar a cero la primera derivada y encontrar las raíces reales 
de la ecuación obtenida f’ (z) = 0; 

b) determinar los valores de т para los cuales la derivada /' (2) 
es discontinua. 

3. Analizar el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha 
del punto critico. Puesto que el signo de la derivada permaneco 
invariable en ө! intervalo entre dos puntos críticos, entonces para 


10 cual es 
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estudiar el signo de la derivada en ambos lados del punto crítico 
(za, por ejemplo) (fig. 105), será suficiente determinar el signo de la 
derivada en los puntos а y f(x, <a< za, 2: <P < ту, donde 
z, y ту son dos puntos críticos más próximos). 

4. Calcular los valores de la función f (z) para cada valor crítico 
del argumento, 

De este modo, llegamos al siguiente esquema de casos posibles: 


Signos de la derivada /7 (5) al pasar por 
pele ine Naturaleza del punto critico 


E 


+ ff (306 es discontima| — [too de máximo 


— jf 600 ó es discontinua Punto de mínimo 


+ 


+ | (2)=06 es discontinua No hoy máximo ni mínimo 
s 


(la función crece) 


— | (=0 6 os discontinua] — [No bay máximo ni mínimo] 


(la función decrece) 


Ejemplo 1. Estúdiense el máximo y el mínimo de la función 
yd 
Solución. 1) Hallamos la primera derivad 
иаа ár 
2) Calculamos las raices reales de la derivadas 
PAI, 


Por consiguiente, 
2-1, 2-3 
La derivada es continua en todos los puntos y por tanto no existen otros 
puntos críticos. 
3) Analizamos los valores críticos y los resultados lus llevamos a la fig. 106. 
El primer punto crítico es, z == 1. Como у" = (т — 1) (2— 3), resulta que; 
pare x <1 se tiene: y= (—) (=) > 0 
para z>1 se tiene: y =(+): (—) <0. 
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EL segundo punto crítico es z=: 
para 2<3 so tiene y =(+)-(—)<0, 
рага =>3 зә tiene y =(+)-(+)>0. 


Esto significa que al pasar por el punto т = 3 el signo de la derivada cambia 
de «шопо a más. РГ tanto, ea т = 3 la función tiene minimo: 


Was =1. 
Basúndonos en esto análisis trazarmos la gráfica do la función (fig. 106) 


Y 


дй 


Fig. 106 Fig. 107 


Ejemplo 2. Analíconso los valores máximo y mínimo de la función 
y=(=-4) PA. 
Solución. 1) Hallamos la primera derivada: 


LEN 2 
vaya EE. 


2) Calculamos los valores críticos dol argumento: a) encontramos los puntos 
on los que la derivada so reduce a cero: 


vo, «=; 
,0ي‎ ms 


b) oncontramos los puntos en los cuales la derivada es discontinu; 
vada se reduco al infinito). De tal punto sirve, evidentemente, 


20. 
(Obsérveso que cuando т = 0, la función está definida y es continua). 


12534 
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No existen més puntos críticos. 
3) Analizamos la naturaleza de los puntos críticos obtenidos, Veamos 


primero el punto z=. Como 
у? 0, (у?) 0, 
W) 2<0 0) 22 


deducimos que en == 1а función tiene un mínimo, El valor de la fun- 
ción en este punto es igual a 


2 3 3 4 
(5-۷ BV: 
Veamos ahora el segundo punto crítico, z=0. Como 


Meco >% (Doe <0, 


doducimos quo on е == 0 la función tiene un máximo, siendo (y)xo = 0. La 
gráfica do la función analizada so expone en la figura 107. 


$ 5. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
MEDIANTE LA SEGUNDA DERIVADA 


Supongamos-que en z = z, la derivada de la función y = f (z) 
se reduce a cero, es decir, /' (21) = 0. Admitamos, además que existo 
Ја segunda derivada, /” (z), y es continua sobre cierta vecindad del 
punto тү. Para este caso es válido el siguiente teorema, 


Teorema. Si f' (zı) = 0, entonces en = = =, la función tiene 
mázimo cuando f” (ху) < 0, y, un mínimo cuando f" (д) > 0, 


Demostración. Consideremos la primera parte del teorema 

Supongamos que f’ (zı) = 0 y f’ (2) < 0, como, según la hipó- 
tesis, f” (2) es continua en cierta vecindad del punto z == zy, entonces 
existirá ovidentemente un segmento pequeño, que incluya el punto 
z == ту, en todos los puntos del cual la segunda derivada J” (z) es 
negativa. 

Puesto que f” (z) es la derivada de la primera derivada /" (z) = 
== ( (2), de la condición (/' (2))" < 0 se infiere que f’ (z) decrece 
en el segmento. que contiene el punto z= x ($ 2, cap. V). Pero 
f (zı) = 0. Por consiguiente, en este segmento tenemos ј' (z) > 0 
cuando z < ту, y Ў (т) < 0 cuando z > тү, es decir, el signo de la 
derivada f’ (z) cambia de «más» а «monos» al pasar por el punto 

а = xy, lo que significa que en el punto z, la función f (z) admite 
un máximo. La primera parto del teorema queda demostrada. 

Del mismo modo se demuestra la segunda parte: ві f“ (z,) > 0, 
entonces 7” (2) > O en todos los puntos del segmento mencionado 
que incliye el punto z4; pero, en este caso, en el segmento dado, 
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F (2) = (fF (2) >0 y, por tanto, f’ (т) crece. Como f’ (21) = 0, 
al pasar por el punto тү, el signo de la derivada /' (z) cambia de 
«menos» a «más», es decir, la función / (=) tiene un mínimo cuando 
2=%. 

Si еп el punto crítico /” (z,) = 0, entonces en este punto puedo 
haber un máximo o un mínimo, pero puede ocurrir que no exista 
ni uno ni otro. En esto caso hay que realizar el análisis utilizando 
el primer método (véase $ 4, cap. Ү). 

El resultado del análisis de los valores extremos, mediante la 
segunda derivada, puede ser representado por la tabla siguiente: 


rtm rn Naturaleza del punto crítico 
0 - } Punto del máximo 
0 + Punto dol mínimo 


Desconocido 


Ejemplo 1. Hallar el máximo y mínimo de la función 
у= 2s0n 2400822, 

Solución. Puesto que la función ез 1бйїса y tieno ríodo de 2л, 
vs suliciento estudiara өй ol пошо 2л р Poo 

1) Hallamos la derivada 
y'= 2 соза —. 2 son 2з = 2 (сов а— 2 sen z соз 2) 2 сов а (1—2 sen 2). 

2) Calculamos los valores críticos del argumento: 

2соз x (1—2 зеп т)-=0, 


کس зз: ае‏ اچد 
Hallamos la sogunda dorivada:‏ )3 


Y ms —2senz—4 cos 2z. 
4) Analizamos la naturaleza de cada punto crítico: 


0, arabe are 


Por lo tanto, en el punto s=- tenemos el máximo: 


4.4 
23+3 


Luego, . 
—2:444 1=2>0. 


1 
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Por consiguiente, en el punto ¿==> tenemos el mínimo 


Фф _„=24—4=1. 


En el punto دو‎ 55. tenem 


iji 
mat 3<0. 
EE 


Por tanto, para xm la función tieno el máximo: 


жыйы 
E CN 
Finalmente 
0) за=—-—1)—4(—1)=6>0. 
Т 
Consecuentemente, en el punto ah tenemos el mínimo; 
W tE 
т 
La gráfica de la función analizada se 


en le fig. 408, 
2 ye2senx+cos 2x 


Fig. 108 


Mostremos ahora con ejemplos que sì f' (х,у) = 0 y f” (z) = 0, 
en cierto punto z = z, la función f (z) puede tener un máximo o un 
mínimo en el mismo; pero, puede no haber ni uno ni otro. 

Ejemplo 2. Analizar el máximo y el mínimo de la función 

ri. 
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Solución. 1) Hallemos los puntos críticos: 


y=—42, —£2d=0, 20 
2) Determinemos-el sigùo de la segunda derivada cuando z= 
v=-12%, (Vemo. 


Por consiguiente, en aste caso es imposiblo determinar la naturaleza 
del punto crítico con ayuda del signo de la segunda derivada. 


y 


guess 


Fig, 109 Fig. 110 


3) Investiguemo: 


la naturaleza del punto crítico utilizando el primer 
método ($ 4, cap. V): 


Р (sco >O ese <0. 
Por tanto, cuando z==0, la función tiene como máximo: 


(Um) =0. 


La gráfica de la función examinada se muestra en la fig. 109. 
Ejemplo 3. Analizar el máximo y el mínimo de la función 
у=. 
Solución. Mediante el segundo método, hallamos: 
4) =a, ya=bó=0, 2=0; 2) 430%, (у) 0. 
иа. Recurriondo al 


Por consiguiente, el segundo método no da la resp 
primer método, obtenemos: 


А (sco <0, Wrzo > 

Por tanto, cuando z=0 la función tiene un mínimo (fig. 440). 
Ejemplo 4. Analizar el máximo y ol mínimo de la función 

(z—4)3. 

Solución. El segundo método * 

(19, 3(а@—1Й8=0, 24; 

0600), (es 
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En este caso ol segundo método no da la respuesta. Utilizando ol primor 
método, hallamos: 


Macs >0, ps > 0- 
Por tanto, cuando z=4, 1а función no tiene máximo ni mínimo (fig. 111). 
y 


guy 


Fig. 111 


$ 6. VALORES MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
EN UN SEGMENTO 


Sea y = f (2) una función continua en el segmento la, b]. Enton- 
ces en este segmento la función alcanza su valor máximo ($ 10, 
cap. П). Supongamos que en el segmento dado la función / (z) tenga 
un número finito de puntos críticos. Si el valor máximo se alcanza 
dentro del segmento (a, b), es evidente que este valor será uno de los 
máximos де la función (si hay varios máximos), o sea, el máximo 
mayor. Pero puede ocurrir que el valor máximo es alcanzable en uno 
de los extremos del segmento. 

Así pues, en el segmento la, b] la función adquiere su valor 
máximo en uno de los extremos segmento dado, o bien en un 
punto interior del mismo, el del valor máximo. 

Lo mismo puede decirse sobre el valor mínimo de la función: 
éste es alcanzable en uno de los extremos del segmento, o en un punto 
interior del mismo: en el punto del mínimo. De lo dicho se infiere la 
siguiente regla: para hallar el valor máximo de una función continua 
en el segmento la, bl, es preciso: 

1) hallar todos los máximos de la función en el segmento; 

2) doterminar los valores de la función en los extremos del seg- 
mento, es decir, calcular / (a) y / (b); 

3) elegir el mayor valor de todos los valores obtenidos de la 
función. Éste representará el valor máximo de la función en el seg- 
mento. Del mismo modo se debe proceder al determinar el valor 
mínimo de la función en el segmento, 
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Ejemplo. Determinar los valores máximo y mínimo de la función 


y=="—3:+3 en el segmento [-= 31. 


Solución. 4) Hallomos los máximos y mínimos de la función en 


el segmento [—3; 7]: ёё 
yeis, 39320, uml, а= 1, К 


y bz, (Ve =8>0 
Рог tanto, en el punto z=1 hay un mínimo: 


Mamit. 
Luego 3 7 
We —6<0, 
Por lo tanto, en ol punto а= —1 hay un máximo: 


2) Dotorminar los valores do la función en los 
extremos del segmento; 


“Жылы 


De омо modo, ol valor_máximo de la función өхыш- 

лайк on ol sogmonto [—3; $] es: а-у el 

valor mínimo es: 5 
(ИУх=-з= — 15. Fig. 118 

La gráfica de la función está representada en la fig. 112. 


$ 7. APLICACION DE LA TEORIA DE MAXIMOS Y MINIMOS 
DE LAS FUNCIONES A LA SOLUCION DE PROBLEMAS 


La teoría de máximos y mínimos permite resolver varios proble- 
mas de geometría, mecánica, ete. Analicemos algunos de ellos. 


Problema 1. La distancia R = ОА (tig. 113) (en ol vacío) que 
cubre unproyectil, lanzado con velocidad inicial vọ desde una pieza 
de artillería que tiene un ángulo de elevación q respecto al horizonte, 
so determina según la fórmula: 


nismo 
Е 
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( es la aceleración de la gravedad). Determinar el ángulo y соп el 
cual la distancia R resultará máxima, dada la velocidad inicial vy. 


Fig 113 


Solución. La magnitud А es una función del ángulo variable ф. 
Analicemos el máximo de esta función en ol segmento 0 < Ф < A 


AR _ 20829, 20соз2ф o, valor crítico q=%; 


4 # П 
ËR 4sen 2p. (PR 4v 
ad a 


Por tanto, para р = т la función R tiene el máximo: 


Los valores de la función А en los extremos del segmento [o +] 
son iguales a: 


Remot (№), a=. 
+ 
De este modo, el máximo hallado es precisamente el mayor 
valor de R. 


Problema 2.*¿Que dimensiones debe tener un cilindro para que 
soa mínima su área total S, dado el volumen v? 


Solución. Designando por r y h el radio de la base del cilindro 
y su altura, respectivamente, tendremos: 
S = 2u + 2arh. 


Si el volumen del cilindro es conocido, № se expresa en función - 
de r según la fórmula; 


v=arh, 


Análisis de los valores máximo y mínimo de una función 185 


de donde 


29 
д?’ 
Sustituyendo la expresión de h en la fórmula рага S, obtenemos: 


S=20 +20 2, 
Рт 


s=2(2r+2). 


Aquí, v es el número dado. Por consiguiente hemos representado 
$ como función de una variable independiente r. Hallemos el valor 
mínimo de esta función en el intervalo 0 < r < оо: 

ds v ) 

T =2 (r х). 


2—50, n= 


(mle) 


Por consiguiente, la función 5 tiene un mínimo en el punto 
т = тү. Como lim 5 = оо y lím 5 = co, es decir, cuando ғ tiendo 


o рз» 
а cero о al infinito, el área 5 crece infinitamente, lo que atestigua 
que la función 5 tiene un valor mínimo en el punto r = 7. 
Pero, ы r= Y ма: 2 Y e 
o, si r= Y уу, resulta: A= да = 2 Y уе = 2 
Por tanto, para que el área total S sea mínima, dado el volumen 
», la altura del cilindro debe ser igual al d 


еіго de éste, 


$ 8. ANALISIS DE LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO 
DE UNA FUNCION MEDIANTE LA FORMULA DE TAYLOR 
Сото se ha indicado en el $ 5, capítulo У, si en algún punto 
ж = a tenemos J’ (а) == 0 y }” (a) = 0, en éste puede haber un máxi- 
mo o un mínimo, o bien no haya пі uno, ni otro, Hemos señalado 
quo para resolver е! problema en el caso dado, se recomienda realizar 
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el análisis mediante el primer método, es decir, estudiando el 
de la primera derivada a la izquierda y a la derecha del punto 
En este caso se puede también realizar el estudio mediante la 
fórmula de Taylor (3 6, cap. ТУ). 
Con el fin de generalizar el estudio supongamos que no sólo 
1" (2), sino todas las derivadas de la función f (z), hasta ө] orden 
n — ésimo inclusive, se reducen а сего cuando z = a: 


Ро) =f (= ... =1”(0)=0, 0. 


190) 0. 
Supongamos también que f (2) tiene derivadas continuas hasta 
el orden (л + 1) inclusive, en la vecindad del punto = = a, 
Escribamos la fórmula de Taylor para / (z), tomando en cuenta 
las igualdades (1): 


EY paro 
(ж) = ў (а) + ——_— (2) 
1104 AO a 
donde E ез un número comprendido entre a у т. Como "+0 (z) 
es continua on la vecindad del punto a y }+!) (a) 4 0, existirá un 
número positivo В tan pequeño que para todo т, q satisfaga la 
desigualdad | — а | <A, se tenga f0+0 (2) 56 0. Adomás, ві 
J+ (a) >> 0, en todos los puntos del intervalo (а —h, a + h) 
sorá f+ (ш) > 0; si f0+0) (a) < 0, en todos los puntos del intervalo 
mencionado "+9 (z) será negativ: 

Escribamos la fórmula (2) en la forma: 


fat 


10-10) = уду @ 


mientras que 


:aminemos diferentes casos particulares, 
imer caso: n es un número impar. 

а) Sea f(+1) (а) < 0. Entonces existirá tal intervalo (a — h, 
a-+k), en cada punto del cual la derivada de orden (л--1) es negativa. 
Siendo z un punto de este intervalo, ё también se encontrará entre 
2— В y a + h. Por consiguiente, fW+1 (£) < 0. Puesto quo n + 4 
зэ un número par, entonces (= = ау®+! > O cuando z a, у, рог 
eso, el segundo miembro de la fórmula (2) es negativo. 

Por consiguiente, cuando z у a en todos los puntos del intervalo, 
(a —h, a + h) tenemos: + 

f (2 —f (@) <0, 
lo фе significa que la función tiene un máximo en el punto = = a. 
) Sea }+) (а) > 0. Entonces, para un valor A suficientemente 
pequeño tenemos f%=+1) (8) > Oen todos los puntos = del intervalo 
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(a —h, a + В). Por tanto, el segundo miembro de la fórmula (2) 
será positivo, es decir, cuando z yé а, en todos los puntos del inter- 
valo indicado será: 

1—16) > 0, 


lo que significa que la función tiene un mínimo en el punto z = а. 

Segundo caso: nes un número 

El número п + 4 será impar y la magnitud (2 — ау"! tendrá 
signos opuestos cuando z < а y т > a, Si h es suficientemente peque- 
ño en valor absoluto, la derivada de orden (п -+ 4) en todos los demás 
puntos del intervalo (a — h, a + А) conserva el mismo signo que 
en el punto a. Por consiguiente, f (х) — f (a) tiene signos diferentes 
para 2 < a, y para = > а. Esto significa que en el punto 7 = a 
no existo máximo, ni mínimo. 

Observemos que, зі п es par y /+1) (а) >> 0, entonces f (2) < 
< / (a) para z < а, y f (2) >f (а) para х > а. Pero зі п ез par 
y /®+\) (a) < 0, entonces f (z) > f (а) рага =< a, y f (2) < f (a) 
рага х >> а. 

Se puede formular los resultados obtenidos del modo siguiente: 
Cuando т = а, tenemos: 

(а) =" (а) =... =f (a)=0 
y la primera derivada f0+1 (а), que no se anula, ез de orden par 
entonces en el punto a la función / (z) tiene un mázimo, ві /(^+ (a) << 
<0; la función ў (z) tiene un mínimo, si es +1) (а) >0. Si la prime- 
ra derivada f0+ (a), que no se anula, es la de orden impar, en el 
punto a la función no tiene máximo, ni mínimo. Adomás, 
$ (2) crece, si f+) (а) > 0; 
1 @) decrece, si f+ (a) < 0. 
Ejemplo. Analizar el máximo y el mínimo de la función: 
Р (2) 24—423 608—421. 
Solución. НаПешоз los valores críticos de la función 
Y (2) = 429—122 4122—44 (193184374), 
De la ocuación 


493943: 1)=0 
obtenemos ol único punto crítico: 
= 


(ya que la ecuación dada tiene sólo una raiz real). . 
continuación estudiamos la naturaleza del punto crítico z= 4: 


S (2) = 1222—2424 12-0 para 2=1, 
10) 242—040 para zf, 
ЫТУ ()=24 >0 para todo z cualquiera, 
Por consiguiente, cuando = = 1, la función f (2) tiene un mínimo. 
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$ 9. CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE LA CURVA. 
М PUNTOS DE INFLEXION 


Sea una curva plena y = / (z) que representa la función f (2), 
uniforme y derivabli 


Definición. Se que la cúrva es conveza hacia arriba en el 
intervalo (a, 6), si todos los puntos de la misma están por debajo 
de cualquier tangente a la curva en este intervalo. 

Se diçe que la curva es conveza hacia abajo en el intervalo (b, с), 
si todos los tos de la misma están situados por arriba de cualquier 
tangente 


Fig. 114 


La curva que tione la convexidad hacia arriba se Пата conveza, 
igual que la curva que tiene la convexidad hacia abajo se denomina 
cóncava, 

En la figura 144 se muestra una curva convexa en el intervalo 
(a, b) y cóncava en el intervalo (b, с). 

La dirección de la convexidad de la curva es una característica 
importante de su forma. А continyación determinemos los criterios 
según los cuales, durante el estudio de la función (2), podemos 
juzgar:sobro la dirección de su convexidad en diferentes intervalos. 

Domostromos el siguiente teorema. 

Teorema 1. Si la segunda derivada de la función f (2) es negativa 
en todos los puntos del intervalo (a, b), es decir, st f (2) < 0, la curva 
у=] (x) tiene su convezidad dirigida hacia arriba en este intervalo 
(Іа curva es conveza). 


Demostración. Tomemos en el intervalo (a, 5) un punto arbitra- 
slo z = zo (fig. 114) y tracemos una tangente a la curva еп el punto 
cuya abscisa es т = ду. El teorema quedará demostrado, si estable- 
cemos que todos los puntos de la curva en el intervalo (a, b) están 
situados por debajo de la tangente, es decir, la ordenada de cualquier 
punto de la curva y = f (т) es menor que la ordenada y de la tangen- 
te, para un mismo valor de =. 
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La ecuación de la curva es: 
=f Mm 


La ecuación de la tangente a Ja curva en el punto z = xy tiene 
la forma: 


0—1) =f (а) (2 а) 
о sea 
F=f (z) + f (a) (а). @ 


De las ecuaciones (1) y (2) se deduce que para un mismo valor de 
# la diferencia de las ordenadas de la curva y de la tangente es igual a: 


у— у= /(@) —F(2) —f (2) (220). 


Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia f (z) — f (zo), 
obtenemos: 


y= y= f (e) (z — zo) — f (2) (2 — zo) 
(donde: c se encuentra entre Tọ y z) о sea, 


р v= =l OF de 0. 
Ápliquomos de nuevo el teorema de Lagrange а la expresión dol 
corchete: 

vif e)l- z) B 
(donde с, se encuentra entre zo y c). . 
Examinemos primero el caso, cuando = > zy. Aquí: xy <c<z, 
puesto que 

2—52 0, c—2>0; 
además, según la condición: 

f (e) <0, 
de la ecuación (3) se deduce que y — ў < 0. 
Examinemos. ahora el caso cuando = < zo. Por ahora: z< e < 


<a < Zo, у ж — zo <0, с — zo < 0. Puesto que, según la condi- 
ción, "ў? (c) < 0, entonces de la igualdad (3) se deduce que: 
y—y<0. 

Hemos comprobado que cualquier punto de la curva está situado 
por debajo de la tangente a la misma, cualesquiera que sean los 
valores do z y zo en el intervalo (a, 6). Esto significa que la curva 
es convexa, Queda así demostrado el teorema. 

Del mismo modo se comprueba el teorema siguiente: 
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Teorema 1°. Si la segunda derivada de la functón f (2) es positiva 
en todos los puntos del intervalo (b, e, es decir, si f” (2) > 0, la curva 
y = f (2) tiene su convezidad dirigida hacia abajo en este intervalo 
(la curva es cóncava). 


Observación. El significado geométrico de los teoremas 1 y 1’ 
puedo ser interpretado de modo siguiente. Estudiemos la'curva 
y = f (2) que tiene su convexidad dirigida hacia arriba en el inter- 
valo (a, b) (fig. 115). La derivada 7 (z) es igual a la tangente del 


са 
Fig. 115 Fig. 116 


ángulo а formado por la línea tangente a la curva y 
уш Ё аһзсїза т, es decir, f’ (2) = tg a. Por a tanto o е 
= [tg о}, 

Si J” (ж) < 0 para cualquier z en el intervalo (a, b), esto quiere 
decir que tg a decrece a medida que crece +. Desde el punto de vista 
gsométrico está claro que si tg «decrece а medida que стосе z, onton- 
сев la curva correspondiente será convexa, El teorema 1 es la compro- 
bación analítica de esta deducción. Del рше modo se interpreta 
و‎ el teorema 1” (fig. 

lo 4. Determinar los iy de تا‎ y de concavidad 
de ш rh dada. por la ecuación 


yola, 


Solución. La segunda dorive 


{Чет valor de z. Por consiguiente, la convezidad do la curva está 
lirigida hacía arriba ер todos los puntos (fig. 4 


Ejemplo 2. Una curva está dada por la ыш 


ye, 


Puesto qu 
к=ёе>о, 


para todos los valores de z, la curva се cóncava en todos los puntos, es decir, 
isu convexidad esté dirigida hacia abajo (fig. 118). 
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Ejemplo 3. Una curva está representada por la ecuación 
yr. 
Puesto que: 
"= 
"<0 a 20, "> 0 рага = >> 0. Рог consiguient 
lo la curva está dirigida hacia" arriba cuando 2 = 0 y haci 
cuando # >0 (fig. 149). a 


y 
Y 
ya 
7 7 
Fig, 117 Fig. 118 Fig. 119 


Definición 2. El punto que en una curva continua separa la 
parte convexa do la cóncava, se llama punto de inflexión de la curva. 


Y y 
РЕ Р 
2 т @ d 


Pig. 120 Fig. 121 


En las figuras 149, 120 y 121 los puntos O, A y B son los puntos 
de inflexión. 

Es evidente que en el punto de inflexión la tangente corta a la 
cuiva de modo que а un lado del punto la curva está situada por 
debajo de la tangente, y al otro lado, por encima de ésta. 

Establezcamos ahora las condiciones suficientes para que el 
punto dado de la curva sea el de inflexión. 

Teorema 2. Sea y = f (z) la ecuación de una curva, 

Si f’ (a) = 0, o f" (a) no existe, y la derivada f" (2) cambia de 
signo al pasar por el valor z = a, entonces, el punto de la curva de 
abscisa 2 = а es el punto de inflexión. 
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Demostración. 1) Sea f” (2) < 0 cuando г< а, у f" (з) >0, 
cuando z > а. Entonces, рага т < а la curva es convexa у рага 
=> а es cóncava. Por tanto, el punto А de la curva, do abscisa 
z= а, es el punto de inflexión (fig. 120). 

2) Si у" (2) >0 cuando z< b, y f” (2) <0, cuando z> b, 
entonces рага z < b la curva es cóncava y рага = > b ев convexa. 
Por consiguiente el ¡punto В de la curva de abscisa z = b es el punto 
de inflexión (fig. 124). 

Ejemplo 4. Determinar los puntos do inflexión y los intervalos de con- 
voxidad y de concavidad de la curva 

y=e"* (curva de Gauss). 


Solución. 4) Hallomos las derivadas primera y segunda: 


y 26799 (222—1). 
2) La derivada segunda existe en todos los puntos. Hallemos los valores 
de z para los cuales y” = 0: 


22m 1)0, 
a= — 4 = 4, 
зүр эчү 
3) Analicemos los valores obtonidos: 
para = <, tenemos y” >0, 


vi 


para z*>— Î, tenemos y” <0. 


Vi 


La segunda derivada cambia de signo al pasar por ol punto гу, por tanto 
para а-г on la curva hay un punto de inflexión. Sus coordenadas 
А 


4 
soni (qe 2) 
га 
рага z< Ê, tenemos y"<0, 


y? 
para 2 >—Í—, tonomos y” >0. 


Vi 


Por consiguiente, рага = on la curva también existe un punto 
ví 


i 
de inflexión, cuyas coordenadas som: E 2). La existencia del 


segundo punto de inflexión se deduce también de la simetria de la curva 
respecto al ejo Oy. A 
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4) De lo anterior se deduce que: 


* para г=<#<—үу la curva ез cóncaya 


para — << ЕА la curva es convexa 


1 
para 1 < = Соо la curva es cóncava. 
vi 


5) Do la expresión de la primera derivada 
papaa 
зе deduce que; à 
siz <0, y' >0, es decir, la función creci 
siz>0, y <0, es decir, la función decrece; 
siz=0, y=0 


En este, punto la función tiene un máximo, o bien y: 


4. 
sándoso en el estudio realizado es fácil construir la gráfica de la 


curva (fig. 122). 


per 


Еа z 
Fig. 122 


Ejemplo 5. Analizar los puntos de inflexión de la curva 
у=. 
Solución: 1) Hallemos la segunda derivada. 
vaie, 
2) Doterminemos los puntos para los cuales p”=0: 
1212-0, z=0. 
3) Analicemos el valor obtenido de z=0; 
si 2<0, у” >0, la curva es cóncava; 
si #20, y" > 0, la curva ез cóncava, 
Por conslguiento, la curva no tiene puntos de inflexión (fig. 123). 
Ejemplo 6. Analizar los puntos inflexión de la curva 
А 
y A 
13—554 
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Solución. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda: 
2 А 
1 ы. АРЕ 
rege- °; vy=-36-1) 


2) La derivad тей о, 
ad ай or nrg luce a cero en ningún punto, pero tampoco 
Е] el valor de z = 4: + 


siz< 1, у" >0, la curva es cóncava; 
siz>1, y” <0, la curva es convexa. 


Por tanto, hay un punto de inflexión en == + que es punto (1;0). 
y 


yu 


7 т | 


Pig. 128 Pig. 124 


Observemos que y’ = оо cuando = = 4, es decir, la tangente а la curva 
on esto punto es verkical (бр 124). е 


$ 10. ASINTOTAS 


Frecuentemente es preciso estudiar la forma de una curva y = 
= f (2), or tanto, la variación de la función correspondiente 
isa y la ordenada de un punto variable de la curva, 
г separado tienden al infinito (según la magnitud absolu- 
ta). Aquí tiene especial importancia el caso en que la curva estu- 
diada se aproxima indefinidamente a una recta, al tender el punto 
desplazable de la curva hacía el infinito*. 


Definición. Si la distancia ô entre una recta A y el punto déspla- 
zablo M de la curva tiende a cero, mientras que el punto M tiendo 
al infinito, esta recta recibe el nombre de asíntota de la curva 
(figs. 125 y 126). 


+) Se dice que el punto desplazablo Af se muevo de 
hacia infinitos sl la distancia entr esto punto y el origen de rien 
indefinidamente. 
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Para estudios ulteriores vamos a distinguir las asíntotas verticales 
(paralelas al oje de ordenadas), de las oblicuas (no paralelas al ө 
lo ordenadas). 


I. Asíntotas verticales. 
De la definición de asintota se deduce que si Jim / (z) = о, 


6 lim / (2) = o, о bien Ша f (z) = о, la recta z == @ es la asíntota 


dê la curva y = f (z). Recíprocamente, si la recta = = а es una 
asíntota, se cumplo una de estas igualdades, 


Fig. 125 _ Fig. 1% 


Por consiguiente, para determinar las asíntotas verticales es 
preciso encontrar talés valores de z = а que, al aproximarse а los 
mismos, la función tienda al infinito. En este caso la recta z = а 
será asintota vertical. 


Ejemplo 4. La curva y 
que y => cuando ==»5 (fi 


Fig. 137 
tgz tiene infinidad do asíntotas vorticales: 


Ejemplo 2. La curva 


а. ERAS 
E 
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Esto se deduce de quetg т-›-со, cuando = tiende 4 оз valores J, 35, Эл, 
оа1оз valores ہکس‎ E, LE... (tig. 428). 
y 
ух 
7 
Fig. 128 


1 
Ejemplo 3, La curva ye tiene una asintota vertical ==, puesto 
шл «Tico (fig. 129). 
зө ln, co (ig. 129) 


Y 


9 


o 


Fig. 129 Fig. 130 

П. Asíntotas oblicuas. 

Supongamos que la curva y = / (2) tiene una asíntota oblicua, 
cuya ecuación es: 

v=kz+b 0 

Determinemos los números k y b (fig. 130), Sea М (z, y) un 
punto de la curva y N (z, 9), un punto de la asintota. La longitud 
del segmento MP es igual a la” distancia entre el punto M y la asin- 
tota. Según la hipótesis 


lim_MP=0, @ 
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esignando con y el ángulo formado por la asíntota y el eje Oz, 
del DAS hallamos: 
j, 
соз 


Puesto que Ф es un ángulo invariable (diferente de 3) según 
la igualdad anterior tenemos: 


lim _ NM=0. (2) 
to 


Recíprocamente, de Іа igualdad (2) so deduce la igualdad (2). Pero 
NM=10M — QNI =| = 91170) — (kx + b) 1, 
la igualdad (2) toma la forma; 
„ím 70) е (=0, o 
шел si 1а recta % 6s una asíntota, so cumple la igualdad 
hee ecíprocamonte, si para y b constantes so cumplo la igualdad 


(8), Ја reci kz + b será asintota. 
'Determinemos ahora k у b. Despejando z en la igualdad (3), 


obtenemos: 
иш «40 4-20. 
A кш z 
Puesto que z— + оо, debe cumplirse la igualdad 


Cuando b es constante, lím Ž = 0, Por tanto, 
ДЕТ 
иш pea * z] өй, 
چ اچ‎ 
o sea 
к= Ша LO. @ 
к + = 
Conciendo k, hallamos b de la igualdad (3): 
b= на] [f (2) — ka}. 10) 
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De suerte que si la recta y = kz + b es una asíntota, entonces 
k y b so encuentran según las fórmulas (4) y (5). Recíprocamente, 
si existen los límites (4) y (5), se cumple la igualdad (3) y la recta 
р = kz + b ез una asintota. Si uno de los límites (4) y (5) no existe, 
la curva no tiene asíntota. 


Ihservemos que hemos estudiado el problema referente a la 
figura 130, cuando = ¬+ +00; sin embargo, todos los razonamientos 
son válidos también para el caso cuando z + —оо. 


Ejemplo 4. Hallar las asíntotas de la curva 


142—1 
егу, 


Solución: 1) Hallamos las asintotas verticales: 


cuando к->—0, y Фоо: 
cuando 2-4-0, у-»—со. 


Por consiguiente, la recta z=0 es una asíntota vortical. 


2) Encontromos asíntotas oblicuas 
ım Lo н Pteni EA 
و سی رو د‎ E o [$] 


ГЕТ 
de lm (ya) lim [EZ ]- 


neke жэ» 


o bion, 


ъ=2. 


Рог consiguiento, la rocta y = z + 2 os una asíatota oblicua de la curva 


М 

Para estudiar la disposición mutua do la asíntota y do la curva, examínemos 

la diferencia de las ordonadas de la curva y de la asíntota para un mismo valor 
des 

242 A 


+= 1. 


La diferonci tiva para z >O, y positiva para = < 0; por tanto 
cuando > corran ида debajo û la акад, Y ¿amado = = Û, 
encima dé la asíntota (fig. 131). Т 

Ejemplo 5. Hallar las asíntotas de la curva 


у=е-®зеп +. 
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Solución 1) Evidentemente no existen asíntotas verticales. 
2) Las asíntotas oblicuas serán: 


к= Ша Lom lím کک‎ ы 
mepo ® mtos в e 


b= Иш [e*sonz+3—z]= lim 
see ie 


Por consiguiente, la recta 
yz 
ез айа asíntota oblicua рага z+ +00. La curva dada no tiene asíntota 
cuando а > —co . En efecto, no existe lim 2, puesto que L= son 241. 


Fig. 131 


(Aquí, ol primer sumando crece indefinidamente cuando = + — оо, y, por 
tanto, по tiene limite). 


$ 11. ESQUEMA GENERAL DEL ANALISIS DE FUNCIONES 
Y DE LA CONSTRUCCION DE GRAFICAS 


ñ 

El análisis de funcionesse reduce generalmente a la determinación 
de los siguientes elementos: 

1) el dominio natural de definición de la función; 

2) los puntos de discontinuidad de la función; 

3) los intervalos de crecimiento y decrecimiento do la función; 

4) los puntos de máximo y mínimo, así como los valores máximos 
y mínimos de la función; 
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5) los dominios de convexidad y concavidad de la gráfica y los 
puntos de inflexión; 

6) las asíntotas de la gráfica de la función. 

Este análisis permite construir la gráfica de la función (a veces 
resulta más conveniente trazar los elementos de la gráfica simultá- 
noamente con el análisis). 

Observación 1. Si la función estudiada у = f (z) es par, es decir, 
es tal que el valor de la función no varía cuando el argumento cambia 
de signo, es decir, 


106—2) = f (2), 
será suficiente analizar la función y construir su gráfica sólo para 
los valores positivos del argumento, pertenecientes al dominio de 
definición do la función. Para los valores negativos del argumento 
la gráfica de la función se construye teniendo en cuenta que una 
función par tione su gráfica simétrica respecto al eje de ordenadas. 


{айо 1. La Чама y ==* өө par, puesto que (zt) = (5)! (Уба 


tig. 

Ejemplo 2, La función y == соз х es par, puesto que соз (—x) = cos (z) 
(véaso fig. 1 

Observación 2. Si la función y = f (2) es impar, es decir, que 
la función cambia de signo cuando varía el argumento, o sen, si: 

16-9) = — f (2), 
sorá suficiente analizar la función para los valores positivos del 
argumento, La gráfica de una función impar es simétrica respecto 
al origen de coordonad: 

Ejemplo 3. La función y == 2° es impar, puesto que (—=*) = — 2° (уба 
so fig. Т). 

Ejemplo 4. La función у = зеп ғ es impar, puesto que son (+) = 
=s -son т (véase fig. 15). 

Observación 3. Сото el conocimiento do algunas propiedades 
de una función permite hacer conclusiones sobre las otras, a veces 
resulta conveniente elegir el orden del análisis partiendo de las 
particularidades do la función dada. Por ejemplo, зі doterminamos 
que la función dada es continua y derivable, y encontramos los pun- 
tos de máximo y mínimo de la misma, quedan determinados también 
los dominios de crecimiento y decrecimiento de la función. 


Ejemplo 5. Analizar la función, 


"a 
y Construir su gráfica. 
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Solución, 1) El dominio de definición de la función es el intervalo 
—оо <z<-+ co. Inmediatamente observamos que pera = <O tenemos 
< y Para z> tenemos у > 0, 

2) La función es continua en todos los puntos. 

д! Analicemos Jos máximos y mínimos de la función partiendo de la ecua- 


Hallamos los puntos críticos 


т=з. 
Analicemos aliora la naturaleza de los puntos críticos: 
cuando 2, <—4 tenemos y'< 0; 
cuendo #, >—1 tenemos y’ >0, 
Por tanto, la función tiene un mínimo: cuando z= — 4: 
Venta Dam 1 0,5. 
De igual manera: 
cuando z< 1 tenemos y” >0; 
cuando = >> 1 tenemos у’ <0. 
Por tanto, la función tiene un máximo cuando z = 4: 
Vmax ™ (gy 0,5. 
4) Doterminomos los campos do crecimiento у decrecimiento de la fun- 


ción: 
—00<=< —1 tenemos y'< 0: la función decroco; 
| —1<2<'1 tenemos j’ >0:1a función croco; 
1<=< +оо tenemos y'< 0: la función decrece, 


5) Determinemos los campos de convexidad y concavidad de la curva 
y los puntos de inflexión partiendo do la ecuación 


e 22 (93) 
v-a 


A=, q=0 а= 3. 
Estudiando y" como función de z, encontramos que; 
рага —оо<] 2< — УЗ tenemos y” < 0: la curva өз convexa; 
para —VI<=<0 tenemos у" >0: la curva ез сбпсат: 
para 0< x< V5 tenemos у" < 0: la curva es convexa: 
para УЗ < < +00 tenemos у” >0: la curva өз cóncava. 


obtenemos: 


Por tanto, el punto de coordenadas: z= — V3, y= И? , es el de 


inflexión; lo mismo que los puntos (0, 0) y (V3, 3) 
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6) Hallemos las asíntotas de la curva: 
рага = ——-+00 tenemos y +0; 
paraz > —со ténemos y 0. 


Por consiguiente, la recta y = 0 es la única asíntota oblicua. La curva 

no tione айин verticales, puesto isto ningún valor finito de 

el cual la función tienda al intinta о по е IE 
Та gráfica de la curva estudiada está expuesta en la figura 132, 


Ejemplo 6. Analizar la función 
=P RA 


y construir su gráfica. 


Fig. 182 


Solución. ДАЛА función está definida para todos los valores de z. 
2) La función es continua en todos los puntos. 
3) Analicemos los máximos y los mínimos de la función: 

ya eso ess 

Pia Fe 
xisto en todos los puntos a excepción de los siguientes: 
2 =0 y 2q=2a, 

Analicemos los valores límites do la derivada pará z + — 0 y para 2 > + O: 


SETE OS A 


para а < 0 tenemos y' < 0, рага = > 0 tenemos у' > 0. 

For tanto, la función tiene un minimo cuando = = 0. El valor do la fun- 
ción on este punto es coro. 

Estudiemos ahora la función en otro punto crítico za = 2a. Si z + 2a, 
la derivada también tiendo al infinito. Sin embargo, en este caso, parà 
todos los valores de = próximos а 2a (tanto а la derecha como a la izquiorda del 
punto 2a), la derivada es negativa. En consecues en esto punto la función 
по tiene Máximo, ni mínimo. En el punto т; = 2a, como también өп la pro- 
хиам de ésto, lo función decrece. La tangento а la curva on oste punto ов Ver- 
tical, 


Cuando z=% la derivada se reduce a coro. Estudiemos la naturaleza 


de este punto crítico. Analizando la expresión de la primera derivada, 
observemos que 


рма 48 tenemos y">0, paraz >$ tenemos y'< 0. 
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Por tanto, la función tendrá un máximo para z= : 
ES 
4) Utilizando los resultados del análisis efectuado obtenemos Jos campos 


do crecimiento y decrecimiento de la función: 
pora —со< = < 0 la función decrece; 


para 0< =< E la función crece; 


para 48.4 =< co la función decrece, 


5) Hallemos los campos convexidad y concavidod do la curva 
y puntos do inflexión: Ја A derivada 
Bat 
6 
923 (222)? 


nin to. Sin embargo existen dos puntos en los 
A e ае раци 


ovostiguemos ol signo do la segunda derivada en la proximidad do cada 
uno do estos puntos: cuando z< O tenemos y" < 0, y la curva tiene su cons 
voxidad dirigida hacia arriba; 

cuando zœ Û tenemos y” < 0, y la curva tiene su convexidad dirigida hacia 


arriba. 
ioro decir que el pun = 1 punto de inflexión, 
ando =< 2a so tione y" < O, y la curva tiene su convexidad dirigida 

hacia arriba. 
Cuando = > 2а ве tione y” > 0, y la curva tiene su convoxidad dirigida 


abajo. 
Qur деме que ч punto (Ze; 0).de la curva es el do За Паліва, 
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6) Hallemos las asíntotas do la curva 


== 
к= Nm Жена Y ES ы CA 
Ж = PETE] e de 
A A =— кесар 
Por tanto, la recta 
oh 
es una asíntota oblicua de la curva 
yV ZA, 


La gráfica де la función estudiada se da en la fig. 133. 


$ 12. ANALISIS DE LAS CURVAS DADAS 
EN FORMA PARAMETRICA 


Son la curva dada por ceuaciones paramétricas 
2= 9(0, 
| 4 


En este caso ol análisis y la construcción de la curva se efectúan 
de manera análoga a la que ha sido utilizada para la curva dada por 
la ecuación 

y=1(). 
Primeramente calculamos las derivadas: 


а ہے‎ 
TASA 


Uy 
a 


@ 


Para los puntos de la curva en la proximidad de los cuales ésta 
sirve de gráfica do la función у = f (z), calculamos la derivada 


NO Й 
ESO" а 

Encontremos los valores del parámetro ¢ = t, f, ... ty Para 
los cuales por lo menos una de las derivadas, y'() о ф (д, se reduce 


а cero o tiene discontinuidad. (Tales valores de £ los llamaremos 
críticos). Según la fórmula (3), determinemos el signo de la derivada 


El en cada uno de los intervalos (ts, ta); (ta 13); ...; (уа, ta) 
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у, por tanto, en cada uno de los intervalos (24, л); (Za, 25); 
1; (аа, za) donde z; = ọ (ti). De esta manera quedan deter- 
minados los dominios de crecimiento y decrecimiento. Esto da la 
posibilidad de determinar la naturaleza de los puntos que correspon- 
den a los valores del parámetro fs, fe, . .., fa. Luego calculamos: 


dy 090) FOV, o 
а? lf OF 


Esta fórmula nos permito determinar la dirección de la con- 
vexidad en cada punto de la curva. Para hallar las asíntotas, encon- 
tramos tales valores de t, en cuya proximidad una de las variables, 
z o y, tienda al infinito y tales valores de ten cuya proximidad z е y 
tiendan al infinito. Después realizamos el estudio de la curva del 
modo habitual. Mostremos con ejemplos algunas particularidade 
del estudio de las curvas dadas en forma paramótrica, 

Ejemplo 1. Analizar la curva dada por las ecuaciones 

энеми 


«4» 


y=a sont. 


El segmento [—a, 


consiguiente, 
d —м imat 
e) 
e mada sen? t cos t. 
Estas dorivadas во reducen a cero, cuando ta0, E, д, 2%, 2л, peter 
: + 


minemos: а за тей. 


Tomando en consideración las fórmulas (2°) y (37) componemos la tabla siguiente. 


mpo do varia- [Signo | смге ae vas 
б о [came тада. | «cacao gia | “de” | rioetan de p on 

to dex dev а Ыы » 
<< .>:>0 о<и<а | — | реше 
[<< | 0>=r>a a>y>0 | + | Croce 
a<< E] -е<+<о | о>у>—а | — | Dere 
Ferca 0<=<а =а<у<о | + | сео 
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Dg lo tabla op deduce que Jas esunciones (15) define дов funciones continuas 
a 0 © LST tenemos y > 0 (Чаш dos peim 
1 ê & En tenemos y < O (véanse los últimos is 


En estos puntos la tangente a la curva os vertical. Hallemos ahora: 


la lo |9 


En estos puntos la tangente а la curva es horizontal. Calculemos abora: 
Port 
Zo 
para 0< t < л, la curva es cóncava 
<0 


para п < t < 2x la curva ез convexa. 


و 
y‏ 


Fig. 134 


De aquí зе deduce: 


Los resultados obtenidos permiten construir una curva a correspondiento 
(tig. 134). Esta curva so Пата astroíde. 


Ejemplo 2. Construir la curva dada por las ecuaciones (folio de Descartes) 


Bat заа ы 
а-ға:  ] 
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Solución. Estas dos funciones están dofinidas para todos los valores 
de £, a excepción de £=—1, además: 


з E 8 
A چ‎ + Ша s=, Ша =e 


m z= = 
е E 


Observemos ahora que 
para t=0 ез 220, y=0, 
рага £> +o os 2>0, y 0, 
para t—>—00 es z—> 0, y —>0. 


Hallemos 2E y 4% 


=e 
#- ), Le Bat (2—13) 

UFE + е e 
Para ¢ obtenemos Кы siguientes valores ека : 


а= 60, ат. 


=/2 


Hallomos ahora: 


dy 
dy _ e l~ 
z- зү سگ‎ dl a» 
2(5-е) 


Utilizando las fórmulas ы en. (3°) componemos la tabla. 


“г 
@ | “ое 
- Decreco 
— | Décreco 

<< + | Croco 

i 5 5 

72<'<7% аў>2>аў |аў<у<аў | — | Decreco 


244+] аў е0 | eyi>y>o | + | сте 


De la fórmula (3°) so deduce: 
o (E) == 


@ 09 
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Por tanto, la curva el ori de coordenadas dos veces: una vez, 
A A ی‎ ар س‎ o] 


ejo a ъ 
(2 


hora: 


Ут 
0 
En esto punto la tangente a la curva es vertical. 


H 


: 
[к= | 
En osto punto la tangente а la curva es horizontal, Busquemos la asíntota; 


2 k= Ма £: 
o 


Зай (141%) 
Е-е т) 
312 Bat 
چ ر‎ e [ipp] 
Bat (1+4) Заг 
= а Г] ле + 


Por consiguleato la recta y = — z — а es la asíntota 
de una rama do la curva para 


Fig. 185 z—> +o. 


=0. 


De igual manera ballemos: 


k= Mm bet, 


Bu Ма (y— kz) — a. 


Ач, la тема y = — z — a es la asíntota también de la rama de la curva 
Terminado el análisis construir la curva (fig. 435). 


Ejercicios para el capítulo V 
Haller los extremos de las funciones: 4. y=""—2249, Respuesta: 
Vam? para s1. 2. y E 224344. Respuesta: Vag =p Para =4. 
з, y=P—04 15748. Respuesta: yg, =10 Para 2—0, g(a = ~22 Para 
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em A y= att 28, Respuesta: Yag Vin =O para 
z= 0. 5, mst 8:242, Respuesta: ng =2 рага 2=0, Umtp —14 para 
zet 6. ym 1252 +21602. Respuesta: máx para z= —4 y 2=, mia 
para г=—3 y zh, 7. у—2—(г—1)%.. Respuesla: ува =2 Para 21. 


uesta: no hay máx ni min. ® y= EE 


УЗ. w. у EAE , 


пераа зах ране AS 


pora z41, 


1 
8. y=3—2(244P, Re 


Respuesta: mía para 2=/Z, máx para z= 


12 y= ëy - Respuesta; у ң„=е рага ze. 18. ЕЕЕ 


<<). Respuesta: vasem V3 pa 


а. утаа E 


<<). máx para ,چ‎ mín para .چ‎ 15, yz 
+tgz. Respuesta: no hay máx, 


i mín. 46. y=e* зеп z. Respuesta: mín para 
tin, máx para aha 7, y 20842, Respuesta: máx 
para 5 =0; dos mínimos para == —1 y 24. 18, ym (2—2)? (22-41). Respues- 
о: Vain —8,24 para zm, 19. уана Respuesta: mín para z=1; máx 


рага 24. 20. y=at (ar). Respuesta: Y yyy тр рата атр $; to 


para а =0 y para zma. 21. y + ÊÊ , Respuesta: mx para eL 


min paro am E. 2® ym VIE, Перина: qi para a= ; 
пыт para к= —1. 2. y=2 VISE (e<). Перина ра Y E 
para .چ‎ 2. утас Respuestas на para z=—4, máx para 2=4, 


25. y=zlnz, Respuesta: mín para sm, 26, учат. Respuesta: máx 


para =e 2; mín para 2—1. 27. y=Inz—arctgz. Respuesta: Función va 
creciondo, 28. у=зеп2х—3зепт. Respuesta: mín para nh máx para 


3. 20. y= 2e Faretgs, Respuesta: no hay extremos. 30. y зеп со. 


Respuesta: mín para hi dos máximos: para а-а Y E тэш 


== (WF). м. ym=orcsen (con =) Respuesta: mix para z= 
SE, mía paa azar, 
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Hallar los valores máximos y mínimos de las funciones еп los segmentos 


iódicados: 
32. y=— 3 Gr 1 (—2 <2 <2) Respuesta: Vagyo? рма mdd, 


ша" —25 para 2= 2. 


E ураса а,‏ کک 


з 
mia" Рага z= 


м. کک‎ A 


. Respuesta: Ma para 


para 20, 35, y=sen 2ez (<<, 


х л 
am, Upa y Para т=з 


36, Con una hojalata cuadrada do lado а es preciso hacer un cajón abierto 
por arriba, quo tanga, el volumen máximo. бо recortan cuadrados en Tos ángulos 
de 


lo la hojalata y so dobla ésta para formar el cajón. ¿Cuál debe ser la longitud 
jel lado do los cuadrados cortados? 
Respuesta: аб. 

31. Demostrar que de todos los rectángulos que puedan inscribirse 
on un circulo dado ol cuadrado tiene ol área máxima. Demostrar que el cuadrado 


tendrá también el perímetro máximo. 
. Demostrar que de todos los triángulos isósceles inscritos en un círculo 


38, 
dado un triángulo oquilátero tendrá el perímetro máximo. 

39. Hallar un triángulo rectangular del área máxima cuya hipotenusa 
es b, Respuesta; 1а lougitud de cada cateto es igual a һу. 

40. Hallar la altura do un cilindro recto do volumen máximo inserito 
en una osfora de radio R. 

Respuesta: la шга os igual a 2R/ Y, 


Hallar la altura de un cilindro recto que tenga la superficie lateral má- 

inscrito on ut radio А. Respuesta: la altura es igual a А VT: 

i2. Hallar la altura de un cono recto de volumen mínimo, circunscrito 

alrededor de una esfera do radio А. Respuesta: la altura es igual a 4R (el 
al а dos volúmenes de la esfera). 


32 lit, ¿cuálos 
do ова 
lecir, el lado 


cantidad mínima do tela cuando su altura es }/2 veces mayor que el radio de la 


hase. 
46. Насо falta fabricar un cilindro abierto por arriba, cuyas paredes 
y «1 fono tengan un espesor dado. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del ¿ilindro 
Jara que, dada la capacidad, sea mínima la cantidad de material utilizado? 
Respuesta: Si R es el radio interior de la base y г, el volumen interior 


del cilindro, entonces: R = v/T. 


/ 


Ejercicios pare el capítulo У эн 


preciso fabricar una caldera, compuesta de un cilindro y dos fondos 
semiesféricos, con paredes de espesor constante, de modo quo con el volumen 
dado р tenga una superficie exterior mínim: ' 

la caldera debe tener la forma de una esfera con radio inte- 


. truir un trapecio isósceles que, dada el área S, tenga un porimetro 
mínimo; el ángulo en la baso del trapecio es a. Respuesta: el largo del lado lato. 
ral es igual a УЗ fsena. _ 

49. Inscribir en una estera de radio R un prisma triangular regular de 
volumen máximo. v5 

Respuesta: la altura del prisma os igual a 2R/ V3. 

30: Circunacribir alrededor de una szmiestea do radio R un cono de volu- 
men mínimo; el plano de la baso del cono coincido сол el de la base de la semies- 
fera; hallar la altura del cono. 

Respuesta: la altura del cono es igual a A VE, 

51. Circunscribir alrededor de un cilindro de radio r un cono recto de volu» 
теп mínimo; suponiendo que coinciden los planos y los contros de las bases 
circulares del cilindro y del cono. Respuesta: el radio do la baso del cono 
es igual а. 


52. Cortar un segmento de una hoja circular do radio R. Esto segmento 
dobo sor tal que al enrollarlo se obtenga un embudo do capacidad máxima. 
el ángulo central del segmento os igual a 2л 273, 
el cilindro del volumen máximo entro todos los cilindros rodon- 
un cubo dado con arista a de tal modo que sus ojos coincidan con 
la diagonal del cubo y las circunferencias do las bases toquen las caras del 
la altura del cilindro es igual а а 3/5, ol radio do la baso 


Ла recta corta en los ejes los segmentos: 2 y 2уе, es decir, tiono 
la ecuación gi е 1, 


МЕ 

55. Sea dado un punto, on el ojo de 
a del vórtice. Hallar la abscisa del рш 
dado. 

Respuesta: z= а — р. 

80. ри solidez de una Bara de sección rectangular es directamonto pro- 
porcional a la anchura y al cubo de altura. Hallar el ancho do la barra de máxima 
solidez que podría ser cortada de un tronco de madera de 16 cm de diámetro. 

Respuesta: la anchura es igual a $ cm, 

57. Un torpedero so encuentra anclado a 9 km del punto más próximo 
de la"costa. Es preciso envíar un mensajero а un campamento militar situado 
а 15 km del punto de la tierra más próximo al torpedoro, contando a lo largo de 
costa; el mensajero, andando a pie hace 5 km/hora y remando, 4 km/hora. 

¿En qué punto de la costa debo desem! el mensajero para Hogar 
al campamento en ol tiompo mínimo posible? 

Respuesta: A 3 km del campamento. 

58. Un punto se desplaza por un plano en un medio, dispuesto fuera 
de la línea MN, а la velocidad эү y por la linoa MN, con la pa. 

¿Que camino debe, pasar el punto para desplazarse do la posición A a la 2; 
situada la línea MN, en un tiempo mínimo? La distancia entre el punto 


К 149 


arébola y? = 2pz a la distancia 
la curva más próximo al punto 
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la línea MN es igual а b; la distacia entre la proyección a del punto A sobre 
да AO ento Л es 7 
Respuesta: Si ACB es el a del punto, tenemos: 
EE cuando Ду >, y 0C=aB, cuando к< 
59. Una cs Ads ra mediante una palanca, siondo Р la fuerza aplicadá 
а un extremo de Sre de epa Ganes en el otro extremo de la mis- 
ma. Si la carga ed colgad: т que se balla а la distancia а em del. 
de apoy 7 cada centímetro lineal de la palanca pesa v gramos ¿cuál debo ser 
la longitud de la palanca para que la fuerza necesaria рага elevar la carga 


Respuesta: z= VIG ш] ст. 

80. Realizadas n mediciones de una magnitud incógnita z, so han obtenido 
las lecturas: тү, ту, > - -, Zn, Demostrar que la suma de los cuadrados de los 
errorea a fe aê + j(= — эд) será la mínima, al so toma 


рог z el número (++... 

фп рага diminuir cuanto sea posible la fricción del líquido contra las 

paredes de un canal, el área moj el agua debe ser mínima. Demostrar 

forma del canal rectangular abierto do área dada do sección trans- 

aquélla en que el ancho dol canal es dos, veces шшаузї que su altre; 
"Hallar los puntos do inflexión, los intervalos de convexidad y concavi 


de las curvas. 
62. y = 25. Respuesta: para = < 0, la curva ең convexa, es cóncava 
рага х > 0; hay punto de inflexión рага z = 0. 
(65. y = 1.7. 29. Respuesta: La curva es convexa on todos los puntos. 
64. y =29 Set бе +0. Respuesta: hay punto do inflexión para 


а=}. 
uesta: hay punto de inflexión para z= b. 
la curva es cóncava en todos los puntos. 
67. y= ят Respuesta: hay punto de inflexión para se 


и риезїа: ba! nto de inflexión рага = =лл. 
hay puato de inflexión para 2 02. 
hay punto de inflexión para =b. 


z=b, y 


y=0. 74, E Respuest 15. yme"—1. Respúest 
z= y=0. 16. Е, Жерин a ЖЬ. mrt a. Respuesta: 
a42 78 mats, Respuestas y Yam. 79. у=. Respuesta: 


==. вр, (Esle Respuenas ada, уа (E 
Analizar las funciones y construir sus gráf icas: 

Bl. к=з#&—2=-Е10. 82. mata: 83. у=е *. 
itz 


Ejeretcios para el capítulo Y из 


=z EY f EEE yemas 


y=x=senz. 101. y=eTsenz, 102. y1n sen z. 


1 
" асо 
| ege 9 PTa eon. 


Problemas complementarios 
Hallar las asíntotas do las líneas: 
108, y= ELL, дерше: sa; у=т—1. 109. yz te". Respuesta! 


TFE 

уч. 140. 2y (24-02-29, Respuesta: z= — 1; у-ра—1. Ml, PI, 

Respuesta: 2+ y=0. 142. уе варз. Respuesta: y==0. 119. этке. 

Respuesta; у==. 114. == (++). Respuesta: smh; уна. 
ед 


195, y=. Respuesta: 200, уез. 110, z= 


vr. 
Estúdionso las fi t 

un yala ub yamak буе: A ple ау м, ym 
ара |. 122, у z. 123. ye y: 1%. y=— nz, 125. у= 


ау. п. y E 08 y= BE, 120, уча. 


190. ym ex, 431. ym] sen 3e |. 132. pz. 


mi 2aretgz. 135, y= ооп de, 138, =| sen zl +z. 137. ee! 


138, узы соз?:=-- вор? г. 439, y. ыт. мо. у= 2121, аш, 


sen (251) A iman, ч. nam aaa 


E са) нз. FEED 166. y e+e 
(0<:<2. 


483, y=z эг ж. 134, y= 


CAPITULO VI 


CURVATURA DE UNA CURVA 


$ 1. LONGITUD DEL ARCO Y SU DERIVADA 


Supongamos que yn arco dela curva МЫМ (fig. 199) soa la gráfi- 
са de la función y = f (2), definida en el intervalo (a, è). Determino- 
mos la longitud del arco de la curva. Tomemos en la curva AB los 
puntos Mo, М, Mas... Miss Mu ... My, М. Uniondo 
con rectas los puntos tomados, obtenemos una línea quebrada 


м 


Fig. 196 


MMM: ... MisMi ... MaM, inscrita on el arco MoM. 
Designemos por Р, la longitud do esta linea quebrada. 

El límite (lo indiquemos con з), al cual tiende la longitud de la 

da cuando tiendo а cero 1a longitud del segmento más 

К \ зе llama la longitud del arco М.М, si este limite 

azita yadi depende de yla elección de los puntos en la linea quebrada 

> Mia . М„-,М. Observamos que la definición 

TA longitud del arco de una curva arbitraria es análoga a la de 

longitud de una circunferencia. 

En el capítulo XII demostraromos que, si on el segmento la, b] 

pa función 7 (2) y su derivada / (2) son continuas el arco de la curva 

= f (а), comprendido entre los puntos la; f (a)] y lb; f (6)], tiene 

na longitud bien determinada. En el mismo capítulo se demostrará 

el modo de calcular esta longitud. También será establecido (como 

corolario) que en las condiciones dadas la razón de la longitud de 

cualquier arco de esta curva a la longitud de la cuerda respectiva 
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tiende a 1, cuando la longitud de cuerda tiende a 0: 
а DE ММ 
мом = long. MoM 


Este teorema puede ser fácilmente comprobado para la ciroun- 
ferencia*, sin embargo, en el caso general, lo tomaremos ahora sin 
demostración. 

Estudiemos el problema siguiente. Sea y = f (2) Ја ecuación de 
wna curva en un plano, 

Sea Mo (то, ус) un punto fijo de la curva, y М (z, y), un 
punto desplazable de la misma. Designemos por s la longitud del 
arco MoM (fig. 138). 


Fig. 137 Fig. 188 


Al variar la abscisa т del punto М varía también la longitud 
а del arco, es decir, з es una función de х, Calculemos la derivada 
= con respecto а =. 

Daremos а z un incremento Az. Entonces el arco # recibirá un 
incremento Az = long. MM,. Sea MM, la cuerda de este arco. Para 
determinar Иш, = ‚рсоседатоз de la manera siguiente: del triángulo 

ae 
AMM encontramos: 


MM, (Ax) + (Ay). 
Multipliquemos y dividamos por As el primer miembro: 


(muy Аё = (Aa + (м. 


Ж Consideremos ol arco AA, cuyo ángulo central es 
La longitud do esto arco es igual a 2Ra (R es el radio 
y la de su cuerda es igual а 2R sena. Por eso: 


lonê: AB _ y e 
LoS long. AB — а Ети 


2a (tig. 137). 
саала) 
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Dividemos por Аз? todos los términos de la igualdad: 
ENEJ- 
( q стз a re Je 


Encontremos los límites de los miembros primero y segundo cuan- 
do Аг —-0. Teniendo en cuenta que 


=, obtenomos: (22) = 1 + (2 


de 
23. o 


о воа 
Obtenemos la siguiente expresión para la diferencial de un arco: 


а= Y + (Dee a 
о bien* 
d= Vaz + аў. 


Homos obtenido la expresión de la diferencial de la longitud 
de un arco cuando la curva so da por la ecuación y = f (2). Sin 
embargo, la fórmula (2) es válida también cuando la curva se repre- 
senta mediante ecuaciones paramétricas, 

Si lag ecuaciones paramétricas de la curva son: 

z=9(0 у= %(0, 


dz = g (dt, dy =W (9 dt, 
y la expresión (2) toma la forma ds = V {g OF F ГУ (F at, 


entonces: 


$ 2. CURVATURA 


Uno de los elementos que caracterizan la forma de una curva 
es el grado de su curvatura. Supongamos quo existe una curva que 
то se corta y tiene una tangente bien determinada en cada uno do 
sus puntos. Tracomos las tangentes a la curva en dos puntos arbitra- 
rios A y В, y designemos por a el ángulo formado por estas tangentes 


*) Razonando estrictamente, la fórmula (2') es válida sólo cuando dz > 0. 
Side < D, entonces dz = — Vd д5. Por eso, en general, seré más justo 
escribir esta fórmula del modo siguiente: | ds | = Vaz ay. 
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о (con mayor exactitud), el ángulo de giro de la tangente cuando 
ésta pasa del punto А al punto В (fig. 139). Este ángulo se llama 
ángulo de contingencia del arco AB. De los dos arcos de una misma 
longitud, será el más encorvado el que tiene mayor ángulo de 
contingencia (fig. 139, 140). 

Por otra parte, es evidente que no se puede determinar el grado 
de curvatura de los arcos de diferente longitud considerando sólo 


Fig. 139 Fig. 140 Fig. 141 


sus ángulos de contingencia. Por consiguiente, la característica 
completa de la curvatura de una curva será la razón del ángulo do 


conti cia а la longitud del arco correspondiente. 
Definición 1. La razón del ángulo de contingencia correspon- 
diente a respecto a la longitud del arco se llama curvatura media 
= 


Koma del arco AB: Кы 


AB 
La curvatura media de diferentes arcos (partes) de una curva 
puedo ser diferente. Así, por ejemplo, la curvatura media de los 


arcos АЙ y A,B, de la curva expuesta en la figura 141 es diferento; 
aunque las longitudes de estos arcos son iguales. Mas aún su grado 
de curvatura varía de un punto al otro. Para caracterizar el grado de 
curvatura de la curva dada en la proximidad inmediata del punto A, 
introduzcamos la noción de curvatura de la curva en el punto dado. 

Definición 2. El límite de la curvatura media del arco АЙ, 
cuando la longitud del mismo tiende a cero (es decir, cuando el 
punto B se aproxima* al punto А) se Пата curvatura Кл de la curva 
еп el punto dado A: 


Ka= lim Kma= Иш -®. 
2 22045 


Se supone que el valor del límite no dopendo de la dirección on que 
во toma en la curva el punto dosplazable В respecto al punto A. s 
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Ejemplo. Para una circunferencia do radio r: 4) determinar I curvatura 
media del arco AB, correspondiente al ángulo central æ (fig. 142); 2) deter- 
minar la curvatura en el punto А. 


4 


қ г 
9 


Fig, 142 


Solución: 1) Ез evidente quo el ángulo de contingencia del arco 4B es igual 
a a y la longitud del arco es igual a ar. Por tanto: 
а 
Канат 
о soa А 
каа. 
2) La curvatura on ol punto А ез igual a 
1 


K=lím 2-1. 
CA 


Así pues, la curvatura media del arco do una circunferencia de radio г 
по dopondo do la longitud y posición del arco; para todos los arcos ез 


igual a т” La curvatura do la circunferencia en un punto cualquiera tam- 
poco depende de la posición del punto у es igual a +. 


Observación. Notemos que la curvatura de una curva arbitraria 
puedo, generalmente, varlar de un punto al otró, como lo veremos 
más abajo. 


$ 3. CALCULO DE LA CURVATURA 


Deduzcamos la fórmula para calcular la curvatura de una curva 
on cada uno de sus puntos М (z, y). Supongamos que la curva está 
dada en el sistema de coordenadas rectangulares por la ecuación: 
у=), 6) 
у que la función f (z) tiene la segunda derivada continua, 
'Tracemos las tangentes a la curva en los puntos M y My, cuyas 
abscisas son z y z + Ат, respectivamente, y designemos con Ф 
y p+ Ap los ángulos formados por estas tangentes y el eje Oz 
(пе. 143). 
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Designemos por s la longitud del arco АМ, calculado a partir 
de un punto dado Mo. Entonces As = MaM, — MaM у|Аз| = МА. 
Сошо se ve en la figura 143, el ángulo de contingencia que co- 


rresponde al arco MM, es igual al valor absoluto? de la diferencia 
entre los ángulos p y q + Ap, es decir, es igual a | Ap |. 


y 


Fig. 143 


Conforme a la definición de la curvatura media de una curva en 
el segmento MM,, tenemos: 
Lap! _| 2 | 
Кы = LOL ے‎ |, 
Al las 


Para determinar la curvatura en el punto M es preciso hallar el 


límite de esta expresión cuando la longitud del arco MM, tiende 
а сего: 4 


K= lim |22]. 
КЕДЕ 
Puesto que y у з dependen de z (son funciones de 2), entonces, 
ф so puede considerar como una función de з y suponer que esta 
función so ha dado por las ecuaciones paramótricas medianto ol 
parámetro z. En este caso: 
bo ے‎ dy 


lim 22 


дато As ds 


y, рог tanto, 
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Para calcular 49 utilicemos la fórmula de derivación de funciones 
paramétricas: 


Para expresar la derivada 2 а través de la función y = f (3), 
observemos que tg Ф = Н y, рог tanto, 


т=з. 
Dorivando la última igualdad con respecto а = tenemos: 
E E 
= (2) 


Para la derivada ©, hemos encontrado en el $ 1, cap. VI, 


De donde 


AT 
y, dado K = |5] , obtenemos en definitiva: 
ё 


(9 
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Por consiguiente, en cualquier punto de la curva, donde existe 
y es continua la segunda derivada 2 se puede calcular la curvatura, 


utilizando la fórmula (3). Observemos que calculando la curvatura 
de una curva, conviene tomar sólo el valor aritmético (positivo) de 
la raíz en el denominador puesto que, según la definición, la curva- 
tura de una curva no puede ser negativa. 


Ejemplo 1. Determinar la curvatura de la parábola y= 2px: 
aj оп un punto arbitrario М (2, y); 
b) en el punto Af, (O, 0); 


©) еп ol punto м. (2-, р). 
Solución. Hallar las derivadas primera y segunda de la función 
y Vips: 
A Фи. 
Y dE a 
Poniendo las expresiones obtenidas en la fórmula (3), obtenem 


ышт 


b) Ка, рен. 


Р 
1 


D Kags E 

Ejemplo 2, Doterminar la curvatura de la rocfa y = аг + 6 en un punto 
arbitrario (т, y). 

Solución. 


v=o, y=0. 
En virtud de la fórmula (3), obtenemos: 
Кеб. 


Así la recta es una curva de «curvatura cero». El mismo rosultado so puede 
sacar inmediatamente de la definición de curvatura. 


$ 4. CALCULO DE LA CURVATURA DE UNA CURVA DADA 
EN FORMA PARAMETRICA 
Sea una curva dada on forma paramétrica: 
z==9() v=v(0. 
Entonces ($ 24, cap. IID): 
ELLO, #у EA 
E ya а? (9) 
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Introduciendo las expresiones obtenidas en lx fórmula (3) del 
párrafo antecedente, tenemos: 


LN (0 


Ejemplo: Determinar la curvatura de Ja cicloide 
sme (sen), у=а(1—соз) 
en un punto arbitrario (z, y). 
Solución 
e 
dr 
Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (3), obtenemos: 
pale 00051) acost-asontasont] ___|соз—1] _ 
Jat (1— сов 1)3 a sent t Y соз Ya 
1 1 


“Fa Jo a 


$ 5. CALCULO DE LA CURVATURA DE UN CURVA DADA 
EN COORDENADAS POLARES 
Sea la curva dada por la ecuación del tipo 
e=1(0). a) 
Escribamos las fórmulas de paso de las coordenadas polares 
a las de Descartes: 


(coed, Samasoni, $Е=азеп:, Fima cost, 


(2) 
p por su expresión en función 


x= pcos 0, } 
v=psen 
Si en estas fórmulas sustituime 
de 0, es decir, por f (0), obtenemos: 
ж == [(@)сов 0, 
v= f(0) sen 0. ® 
Estas ecuaciones se pueden considerar como ecuaciones рага- 
ا ا‎ de la curva (1), en las cuales 0 sirve de parámetro, 
¿ntonces: 


$= cos 0 — psen 0, sen û + pcos 0, 


ауф 
28 25 


а 
21255009 — pcos 0, 


$ PP sen o + 2P cos 0 — pson А 
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Introduciendo las últimas expresiones en la fórmula (1) del párra- 
fo anterior, obtenemos la fórmula para calcular la curvatura de 
una curva еп coordenadas polares: 


То? + 20? — рр” 
К ч. жы. АЙ @ 
+ 
Ejemplo. Dotermínar la curyatura de la espiral de Arquímedes 
р=а0( > 0) 
өп un punto arbitrario (tig. 144). 


3 
mo 


Solución. 


Por tanto, 


Observemos que para valores grandes do 0 so cumplen las ecuaciones apro- 
ximadas: 


COREA 


Бег aro en la fórmula antecedente, 0* + 2 por 
6%, obtenemos la fórmula aproximada (para valores grandes 


1_0 1 
Exam 


De este modo, la espiral de Arquímedes para valores grandes tiene арго- 
ximadamente la misma curvatura que una circonierecia de radio ай, 
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$ 6. RADIO Y CIRCULO DE CURVATURA. 
CENTRO DE CURVATURA. EVOLUTA Y EVOLVENTE 


Detinición, La magnitud R, recíproca а la curvatura К de una 
curva en un punto dado М, se denomina radio de curvatura de la 
curva en este punto de que se trata: 


1 


R=—, [0] 
о зеа, K А 
LB a 
de 


. Tracemos por el punto М de la curva (fig. 145) la normal di- 
rigida hacia la concavidad de aquella y marquemos en esta normal 
un segmento МС Igual al radio И-де curvatura de la curva en ol 
punto М. 


С] 


2 
Fig. 145 Fig. 146 


El punto С se llama centro de curvatura de esta curva 
M; el círculo de radio R y centro en el punto С (que 
punto М), 
punto М. 
De la definición de círculo de curvatura se deduce que en el pun- 
to dado la curvatura de la curva es igual del círculo decurvatura. 

Obtengamos las fórmulas que determinan las coordenadas del 
centro de curvatura, 

Sea una curva dada por la ecuación 


yate (9) 


fijomos ер la curva un punto М (z, y) y determinemos las coordena- 
das a y В del centro de curvatura correspondiente al punto elegido 


el punto 
а por el 
denomina círculo de curvatura de la curva dada en el 


Radio y círculo de curvatura. Céntro de curvatura, Evoluta y evolvente 225 


(fig. 146). Escribamos la ecuación de la normal a la curva en el 
punto M: 


Ү-у 


-La-a. % 
y 


(Aquí, X e Y son coordenadas corrientes de un punto de la normal). 
Puesto que el punto С (a, В) está situado en la normal, sus coor- 
denadas deben satisfacer la ecuación (4): 


nus rs: © 
y 


Luego, la distancia entre el punto С (a, В) y ol М (z, y) es igual 
al radio R de curvatura: 


(а — 2)" + (By? = А, © 
Resolviendo juntamente las ecuaciones (5) y (6), hallamos a y 6: 


,№ کو ی + او 


cta Da 
1 


уи y 4 y 
de donde: в = z+ ER, Ву F урса у, dado ques 


R= ати" , tenemos: а = z + OED и, 


‚ф=у+ 
Para decidir qué signos (superiores o inferiores) debemos tomar 
en las últimas fórmulas, conviene examinar el caso: у” > 0 y y" < 0. 
” œ 0, la curva es cóncava en este punto y, por tanto, В > y 
. 146), por consiguiente, debemos tomar los signos inferiores. 
Tomando en cuenta que en este caso | y” | = y”, las fórmulas de las 
coordenadas del centro de curvatura serán: 


кажи 


y 
it 


a=z 


[0] 
B=y+ 


De modo análogo se puede demostrar que las fórmulas (7) so 


verifican también en el caso de у" < 


15534 
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Si la curva está dada por ecuaciones paramétricas 


2=90, y=v0, 
las coordenadas del centro de curvatura se obtienen con facilidad 
de las fórmulas (7), sustituyendo en éstas y” e y” por sus expresiones 
en función del parámetro: 
у йй. 
2? 


Entonces, 


Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de curvatura do la parábola 
y= 2p 
в) en un punto arbitrario М (z, y); b) en el punto Mo (0, 
punto м. ($, р). 


ус) on ol 


Solución, Introduciendo los 
tenemos (fig. 147): 


а) а=3е+р, م‎ E, 


b) para 2==0 encontramos: a= p, ф=0; 


oros do A y EL en los fórmulas (Ту, 


Р ЕВ 97 
сурат z= Ê tonomos: ami, pm ip. 


Si la curvatura en el punto М, (z, y) ио es igual a cero, al punto 
mencionado lo corresponde un centro de curvatura bien determinado: 
С, (а, В). El conjunto de todos los centros de curvatura de la curva 
dada forma una curva nueva, llamada evoluta de la curva estudiada. 

Do este modo, el lugar geométrico de los centros de curvatura se 
Mama evoluta de la curva. La curva estudiada, con relación a su evolu- 
ta, se llama evolvente o involuta (o desarrollo). 

Si la curva dada está representada por la ecuación y = f (z), 
entonces las ecuaciones (7) se pueden considerar como ecuaciones 
Paramétricas de la evoluta con el parámetro z. Eliminando en las 
ecuaciones dadas el parámetro z (siles posible), obtenemos la expre- 
sión de la dependencia directa entre las coordenadas corrientes 
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a y В de la evoluta. Si la curva está representada por las ecuaciones 
peramótricas х = q (0, y = y (4, las ecuaciones (7°) serán ecuaciones 


s y 


Fig. 147 Fig. 148 


paramétricas de la evoluta (puesto que los valores z, y, 2”, y”, 2%, y” 
son funciones de 1). 
Ejemplo 2. Hallar la ecuación do la evoluta do la parábola 
y= 2pz. 


Solución. Utilizando los resultados del ejemplo 1, tenemos para cada punto 


(z, v) de la parábola: 


am dz+p, 
e a. 
Ve 
Eliminando en estas ecuaciones el parámetro =, obtenemos: 
8 
=з; 
Ема оя la ecuación de la parábola semicú . 148) 


Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la bion ss una elipso dada рог las 
ecuaciones paramétrica: 


(а— p)’. 


zmacost, y=bsent. 
Solución. Caleulamos las derivadas де z e y con respecto a t: 
зс саза, увоз 
macs, ym —bsent. 
Poniendo las expresiones de las derivadas en las fórmulas (7°) tenemos: 
b соз! (a? sent -+83 cosh ¢) 
amacost— np sonar Fab? 7 
H oostre ( 


=a cos t— a cos sen t- H) costa, 


15e 
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Así, pues, 

an (eE) ае 
De modo análogo: 

0-0-6) е 


sip Ëliminando el parámetro t, obtenemos la ecuación de la evoluta de la 
elipse © 


Fig. 149 


Ejemplo 4. Hallar las ecuaciones paramétricas de la 
cloide: 


2=4 (t— son t), 
y =a (1— сов t). 
Solución. 
males ya 
mast ya авони. 
Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (Т) tenemos 
аал), 
е (1—cos i), 
'Transtormemos las variables, haciendo: 
a=i—as, 
P=9-2, 


tara 
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evoluta tomarán la forma: 
E=a(1—sen 9), 
теа совт). 
Estas últimas determinan en las coordenadas E. y una cieloido gomerae 
por ol mismo círculo de radio a. Do este modo, la evoluta de una cicloido es la mi 
ma cieloide, pero desplazada en —ла por el eje Oz y en —2a, por el eje Oy 
(fig. 150). 


Las ecuaciones de 


Fig. 150 


$ 7. PROPIEDADES DE LA EVOLUTA 


Teorema 1. La normal a la curva dada es tangente a su evoluta. 

Demostración. El coeficiente angular de la tangente a la evoluta, 
determinada por las ecuaciones paramétricas (7”) del párrafo ante- 
cedente, es igual 


Notemos que len virtud de las mismas ecuaciones (7")] 
Y y Y 
y7 


۵ 


@ 


Pero у es el coeficiente angular de la tangente a la curva en el 
punto correspondiente; por tanto, de la correlación obtenida se 
deduce que la tangente a la curva es perpendicular a la tangente 
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a la evoluta do esta curva en el punto correspondiente, es decir, la 
normal a la curva es tangente а la evoluta de esta curva. 

Teorema 2. Si el radio de curvatura varía uniformemente sobre 
cierto segmento M,M de la curva (es decir, sólo crece o sólo decrece), 
el incremento de la longitud del arco de la evoluta en este segmento 
de la curva es igual (en valor absoluto) al incremento correspondiente 
del radio de curvatura de esta curva. 

Demostración. En virtud de la fórmula (?') $ 1 cap. VI, tenemos: 


de = da? + df, 
donde, ds es la A la longitud del arco de la evoluta; đe 
aquí so tione: (Ê) = (SE) + (F). 
Introduciendo.en esta ecuación las expresiones (1) y (2), tenemos: 


ت( 


Hallomos ahora (£%)*, Puesto que 


A EOS 
y 


Derivando ambos miembros de esta igualdad соп respecto 
a = y realizando las transformaciones correspondiente, obtenemos: 
эп SÊ. AVNET =). Dividiendo ambos 


miembros de la igualdad por ar 2E, obtenemos: E 
AY 
Elevando al cuadrado: 
ак ү (^^ 
( dz ) =+ (4) 


Comparando las ecuaciones (3) у (4): 


(7-67. 
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de donde 


Según la hipótesis, Ê no cambia de signo (Е sólo crece, o deore- 
ce), por consiguiente, SÈ conserva su des. Tomemos (para mayor 


precisión del razonamiento): 2 ES 0, ® e 0 (lo que corresponde 


a la fig, 151). Por нез. R 2 . Sean z4 y z las abecisas 


do los puntos М, y Mz, Apliquemos el teorema de Cauchy para las 
funciones з (2) y А (2) en el segmento [z,, za] 


аб = _ 
пеле (ап) 


dz Jem 


donde, E es un número comprendido entre =, y ze (1 <E< za). 
Introduzcamos las siguientes designaciones (fig. 151): 


s(t) =s, s(1)=5, А(а) = В, А (2) =R. 
Entonces, ¿y = — 1, 6 s — а = — (Ra — А). Esto signi- 
fica que 

1а = 31= |R – № 1. 
Do la misma manera se demuestra esta ecuación cuando el radio 
de curvatura crece, 
Hemos demostrado los teoremas 1 y 2 para el caso йо la curva 
dada por una ecuación explícita y = / (2). Estos teoremas son válidos 


también cuando la curva está dada por ecuaciones paramétricas. 
Su demostración es absolutamente análoga, 


Observación. Mostremos un procedimiento mecánico elemental 
para construir la curva (evolvente) siguiendo su evoluta. 

Sea una regla flexible encorvada en forma de la evoluta СУС; 
(fig. 152). Imaginemos un hilo inextensible que contornea esta regla 
y uno de los extremos del hilo está fijado en el punto Co. Si desen- 
rollamos este hilo, manteniéndolo siempre bien tenso, su otro 
extremo describirá una curva МУМ». que será la evolvente. 
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La comprobación de que la curva obtenida es realmente una evolvente 
puedo ser realizada con ayuda de las propiedades de la evoluta, 
arriba establecidas. 


ИЙ 


Fig 151 Fig. 152 


Observomos que a una evoluta le correspondo una multitud 
infinita de diferentes evolventes (fig. 152). 


Ejemplo. So da опа circunferencia de radio a (fig. 153), 
las evolventes de esta circunferencia la que pasa por el punto Mg 


lijamos entre 
). Tomando 


Fig. 153 


en cuenta que CAf = ÓN, = at, será fácil obtener las ecuaciones de la evol- 
vente de la circunferencia: 
OP===a (созі tsent), 
PM =y=0 (sen t—1 tos 1). 

til del diente de ша piñón tiene, en la mayoría de los 


Señalemos que el 
[vente de un 


casos, la forma Фе ето! 
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$ 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES REALES 
DE UNA ECUACION 


Los métodos del análisis de la varii de funciones. permiten 

calcular los valores aproximados de las raíces de la ecuación 
10) = 0, 

Si ésta es una ecuación algebraica?) de primero, segundo, tercero 
о cuarto grado, existen también las fórmulas quo permiten expresar 
las raíces de la ecuación en función de sus coeficientes, mediante 
un número finito de operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación, división y extracción de raíces, Para las ecuaciones de 
grado superior al cuarto las fórmulas de tal índole, en caso general, 
no existen. Si los coeficientes de cualquier ecuación, algebraica 
о no, (trascendente), son numéricos, sus raíces pueden ser aproxi- 
madamente calculadas con cualquier grado de precisión. Observemos 
que, incluso cuando las raíces de la ecuación algebraica so expresan 
mediante radicales, on la práctica, es a veces más conveniento aplicar 
métodos aproximados para resolver las ecuaciones. Ho aquí algunos 
métodos del cálculo aproximado de las raíces до una ecuación. 


1. Método de las cuerdas. Sea dada la ecuación 
ta) = 0, (0) 


los extre- 
expresarse 


0, f (z) > 0 (ig, 154). 
el [zi 


Tracemos la cuerda AB que une los extremos де la curva y = f (2), 
correspondientes a las abscisas тү y z+. Entonces, la abscisa a, del 
punto de intersección de la cuerda con el eje Oz será el valor aproxi- 

la raíz (fig. 155). 

Para obtener este valor apruximado, escribamos la ecuación 

de la recta AB, que pasa рог los puntos dados А [z,, f(z) 


; YH (20) -= ВЕ 
у В 122, f (2): ЕХЕ] Puesto que y = О para z = а, 
por tanto: 
e а , 
. Fedt) naz 


(rén fg unción f (z) = 0 se lama algebraica, si f (z) es un polinomio 
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de donde 

nadt, 
16) —1(&д 

Para determinar el valor más exacto de la raíz hallamos f (21). 


Si 7 (0) < 0, repitimos' el mismo procedimiento, aplicando la 
formula (2) al segmento [a,, za). Si f (а) > 0, aplicamos la fórmula 


а=. a 


Y в 


Fig. 154 Fig. 155 


mencionada para еї segmento [,, а. Utilizando este procedimiento 
unas cuantas veces, obtenemos, evidentemente. los valores cada vez 
más precisos do la raíz ag, аз, ete. 


Ejemplo 4. Hallar los valores aproximados d las raíces de la ecuación 
10) =22—62+2-=0. 


Solución, Hallomos anto todo los segmente quo la función es топб- 
tona. El resultado del cálculo de la derivada ° 9 з 


Р 6) =3:2—6, 


ésta ез positiva para <= negativa para — VZ < z < 
у de nuevo positiva рага z > VZ (fig. 150). Así, la función tiene 
{тов segmentos do monotonía dentro do cada uno de los cuales so halla una raíz. 
Para simplificar los cálculos ulteriores, haremos más estrechos estos segmentos 
do monotonía, pero de modo que en cada segmento siga permaneciendo la raíz 
correspondiente. Para esto, variando al azar los valores de z en la expresión 

(2), encontremos dentro de cada segmento de monotonía otros más peque- 
оп cuyos extremos la función tenga signos contrarios: 


=-0 
"=й, 
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8, 9= 

n=-  H—Y=8, 

з= @=— 

=3, 19си. ) 

De este modo, las raíces se encuentran on los intervalos: 
Фу, (3; —2), (2; 9. 


kerminemos sl valor aproximado de la raíz en el intervalo (0; 1) 
saga ia Тёпаша (2) tonemo: 


кклет аа 

Puesto, gue 104) =0 42 —5:0.4 +2 0,390, 
2-00) «2, la raiz encuentra comprendida entre 0 
O4, Aplicando de muovo pia fórmula (2) para ol 
Intervalo, obtenemos ol siguiente valor aproximado: 


а=0. 


КЕТИГИ 
Do modo análogo se hallan los уйне aproxima- 
dos де las raíces en otras intervalos. 
2, Método de tangentes (Método de New- 
ton). Supongamos de nuevo que f (zı) < 0, 
f (ж) >> 0, y que en el segmento [z,, za] la 


primera dorivada no cambia do signo. En este 
caso, en el intervalo (zı =.) se halla una 
raíz de la ecuación f (т) = 0. Supongamos, 


además, que la segunda derivada tampoco 
cambia de signo en el segmento [z,, za), lo 
que puede lograrse, reduciendo el intervalo que 
contiene la raíz. El hecho de que la segunda 
derivada no cambia el signo en el segmento 
(а, za) significa que la curva es sólo convexa 
o cóncava en este segment 

Tracemos una tangente a la curva en el punto В (fig. 157). 
La abscisa а; del punto de intersección de la tangente con el eje Oz 
será el valor aproximado de la raíz buscada. Para encontrar esta 
abscisa, escribamos la: ecuación de la tangente en el punto В: 

и — 1 (ш) = 7 (ж) (2 — 22) 


Notamos que, si у = 0, = == aj, obtenemos: 
1. 
f (z) 


Tracemos luego una tangente en el punto B, y de modo análogo 
obtengamos un valor más preciso de la raíz az. Repitiendo este pro- 


a (8) 


236 Curvatura de una curva 


cedimiento unas cuantas veces, podemos calcular el valor aproximado 
de la raíz con cualquier grado de precisión que se desee. 
Observemos la circunstancia siguiente. Si trazáramos la tangente 
a la curva no en el punto B, sino en el A, podría resultar que el 
punto de intersección de la tangente con el eje Oz se encontrara 


Fig. 157 


fuera del intervalo (z,, za). Se ve claramente en las figuras 157 
y 158 que la tangente debe trazarse en aquel extremo dol arco donde 
coinciden los signos de la función y de su segunda derivada. Según 
la hipótesis, la segunda derivada conserva su signo en el segmento 


a Ж т 
4 в 


Fig. 158 Fig. 159 


lz;, 22]. Por consiguiente los signos de la función y de la segunda 
derivada coinciden obligatoriamente en uno de los extremos. Esta 
regla es también válida para el caso еп que f’ (2) < 0, Si la tangente 
se traza por el extremo izquierdo del intervalo, es preciso sustituir 
ж рог z, en la fórmula (3): 


f 
TEN 9 


a سک‎ 


Si еп el interior del intervalo (тү, z+) se encuentra un punto de 
inflexión C, el método de tangentes puede dar un valor aproximado 
de la raíz, situado fuera del intervalo (z,, zs) (fig. 159). 
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10 2. Aplic os la fórmula (3) pro SS 1 e: 
aaae О шла ышан Тоа брда остао 


10)=2, P (0)=(39-0) | „= 


Por eso, según la fórmula (3) obtenemos: 


#4 
«=0-—Ъ={ф-0ә5. 


3. Método combinado (fig. 160). Si en el segmento (21, 22) 
aplicamos simultáneamente los métodos de las cuerdas y de las 
tangentes, obtenemos dos puntos a, y ás, situados a ambos lados de la 
raíz buscada a (puesto que f (a;) y f (4) tienen signos contrarios). 


Fig. 160 


Luego aplicamos los métodos de cuerdas y de tangentes en el seg- 
mento [a,, dıl. Como resultado obtenemos dos números, шз у de 
aún más próximos al valor de la raíz, Procedemos de esta manera 
hasta que la diferencia entre los valores aproximados hallados sea 
menor que el grado necesario de precisión. 

Notomos que aplicando el método combinado, nos aproximamos 
а la raíz buscada por los dos lados a la vez (es decir, encontramos 
simultáneamente tanto el valor aproximado рос expeso, como por 
lefecto). 


¡yb ilustrar esta deducción en al ejemplo 2 podemos convencernos, modiga- 
de la sustituciĝo, ),333) > 0, f (0,342) < 0. Por consiguiente, el valor 
rare e aaas. EE a da 


0,333 < z < 0,342. 
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Ejercicios para el capítulo VI 
llas la curvatura de las curvas en los puntos indicados: 1. 0934+ 
—+0%y2=a29* on los puntos (0, b) y (a, 0). Respuesta: 2 enel punto (0, b); 


qT em el punto (в, б. 2 zy=12 en el panlo (3, 4). Лорени: AVIN 
adri ы pa 4. 160 424—28 on 
+5 Ы BA punto arbitrario, 


el punto (2, 0). Respuest: 
pa 

Respuesta: 13 =p? 
Hallar el llo de curvatura de las curvas en los puntos indicados; 
trazar cada curva y construir el círculo de a correspondiente. 
6, а= ena] (4, 8). =80 У10/3. 7. z= 4а el punto 
(0,0). Hespuesto ДГ Bopati: RNV pasin (en, DA. Finas 
pe Lat бА 

a 


40. y=sonz en el puato (x/2, 4). Respuesta: R=4. 11. 


9. y=Inz en el punto (1, 0). Respuenta: R=2VZ. 
sar para 
yaa sent, 


tan. 

Respuesta: R=3a son t соз. к г 

zu 

alar ol radio de curvatora de Jas curvas: 12,7, R pora 14, 
Е 


Respuesta; R=6. 43, La circunferencia реа воп д. Rerpuesto: Й=а[2. 


3/2 
14. La espiral de Arquímedes ¢ == a0. Respuest 4 ке +45, La car- 


Rn VIS. 16. La lempiscata рә = 
mat cos 20. Respuesta; R= 5 . 17. La parábola реса мл. Respuesta; R= 


ida sor È, 18. pa sen. Respuesta: В me. 

Halla? Jos puntos de las curvas en los Que ol adi de curvature tanga 

2 
un valor mínimo: 49. y=lnz. Respuesta: (LE, ра). D. у е. 
3 EA а 

$z Y YE YE). и. VE+VI=V5. перене: (7,5) 
=- ELA En ol punto (0, 0) R==a/2, 
n P) y las ecuaciones 


dioide р-а (1—cos0). Respues 


22 уа ( 


las ecordonades del contro de curvatura 
de las curvas siguiente: 


2 
енын, go ADN, „ү 
E 


24 


22 Н 24 
+y mad, Respuesta: ams +33; Вузе Зу. 25, mats, Не. 

б 1 ti 26. pard Respuesta: am — 449; 
puesta: а= ae, qe; 
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В = a 
=k ln cotg jk cost, кау 


pm dm { 


Respuesta: 
кз. 

бшшш cg кыр ا‎ 

(cos ¢ +t sen: aa сою, 

ж. {усеш = peos p йөриме ama cos asoni. 20, {720 co 

Respuesta: ama cos 13A cos t sent 1; В = а sent ¢ + 3a cosh sen. 30, Calcular 


Jas raíces de la ecuación 23—4z+2=0 con la precisión de hasta 0,001. 
Respuesta: z= 1,075, 220590, 23 — 2,204, 31. Calcular el. valor. aproxi 
mado de la tale de la ecuación j (2j zz -0,2—0 comprendida onol ater. 
valo (1 19. Respuesta: 1,045. 32. Calcular las raíces do la ecuación zê 4-222— 
e220, com precisión de hasta "007. "Корина, 058 < zy С 
4,24<2,<1,25. 33. Calcular ol valor aproximado de la ecuación 215-20 
ач 
Respuestas з че АЛЫ, zay 055. 94, Hallar el valor aproximado 


де la raíz do la ecuación #—tg z=0 comprendida entro 0 y g. Respuesta: 


sae y ır la raíz aproximada de la ecuación semz==1—x con pro- 
п do 0,001, 

Indicación: Redúzcase ln ecuación а la forma /(г)=0. Respuesta: 0,5440< 
<< OSM. 


Problemas 


36. Demostrar quo la curvatura en cada punto de la lemniscata ple 
=-аФсоз 2ф ез proporciona] al radio vector de este punto. 
37. Hallar el valor máximo del radio de curvatura do la curva p== 


aE, Respuesta: R=% , 

38, Hallar las coordenadas del centro de curvatura do la curva yox In z 
т o Enable qna pare Т pantos de J espiral de Arguímedes 

el valor de la diferencia entro sl radio vector y el radio de ошмш 
tiendo а 0, cuando p-> со, 

40. Hallar la parábola y=0=t4+b=- o que tiene en el punto ($, 1) 
una tangente y curvatura comunes con la sinusoido y=sonz. Construir 
la gráfica. Respuesta; у= Py IE, 

41. La función y= (z) está definida del modo siguiente: 
1(2)==2 on el Intervalo co < <4 
е) =аза ые on el intervalo 1< оо, 


¿Cuáles dobon ser а, b, e para que la línea y==/(z) tenga la curvatura 
шы en todos los puntos? Construir Ja grálita. Ааваа заа 
cmt, 
42. Demostrar que el radio de curvatura de una cicloide en cuales- 
quiera de sus puntos es dos vecos mayor que la normal en el mismo punto. 
43. Escribit la ecuación de la circunferencia de curvatura do lo pará: 


bola y===2 en el punto (1, 1). Respuesta; (24-424. ) =. 
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( 


а oluta de una elipse cuyos semiejes. 
son iguales а а y b. Respuesta: 4 (a3 —b)/ 

. Hallar los valores aproximados de las raíces do la ecuación тех. 
con precisión de hasta 001. Respuesta; La couación tieno la única raíz real 
084. E 

47. Hallar los valores aproximados de las raíces de la ecuación z ln x 
СЗ con precisión de hasta 0,01. Respuesta: La ecuación tione la única raíz 
real; z 24,84. 

48. Hallar los valores aproximados de 1 
a arctg z=4 con precisión de basta 0,001. Respues 
única raíz real: za 1.090. 


raíces do la ecuación 
La ecuación tiene la 


CAPITULO УП 


NUMEROS COMPLEJOS. POLINOMIOS 


$ 1. NUMEROS COMPLEJOS. GENERALIDADES 
Se llama número complejo a toda expresión de la forma 
a + bl, (0) 


donde, a y b son números reales; i es la unidad llamada imaginaria, 


definida por las ecuaciones 
iV 6 P=-4; @ 


a es la parte real у bi, parte imaginaria del número complejo. Dos 
números complejos a -+ bi y a — Ы que se diferencian sólo por el 
signo de su parte imaginaria se llaman conjugados. 

Si а= 0, el número 0 + bi = bi, es un número puramente 
imaginario; sí b = 0, se obtiene un número real a + 0.i = a. 

Aceptemos dos concepciones fundamentales: 

4) dos números complejos, a, + bit y az + bal se consideran 
iguales, ві: 


ац = аз, bı = b 


ез decir, si son iguales sus partes reales o imaginarias por separado; 
2) un número complejo es igual a cero: 


a + bi =0, 


siempre que а = 0, b = 0. 

1. Representación geométrica de los números complejos. Todo 
número complejo а + bí puedo ser representado sobre el plano Оху 
mediante un punto А (а, 5), de coordenadas a y b (fig. 161). Reci- 
procamente, todo punto M (a, b) del plano Озу puede considerarse 
como la imagen geométrica del número complejo a + bi. 

Pero, si а todo punto А (a, b) corresponde algún número 
complejo a + bi, se puede decir, en particular, que a todo púnto del 
eje Oz le corresponde un número real (b = 0). Todo punto del eje Oy 
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representa un número puramente imaginario, puesto que en este caso 
а = 0. Por eso, representando los números complejos sobre un plano, 
el eje Oy se llama eje imaginario y el Oz, eje real. 

Uniendo el punto А (a, b) con el origen de coordenadas, obtene- 
mos el vector ОА. En algunos casos es muy conveniente considerar 
el or DA como la representación geométrica del número complejo 
a+ bi, 

2. Forma trigonométrica de los números complejos. Designemos 
por p y r (r>0) las coordenadas polares del punto А (a, b), 


Ala) 
Y lo 


Fig, 161 


tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la direo- 
ción positiva del eje Oz. En este caso (fig. 161), tenemos las expresio- 
nes siguientes: 


a=rcsp  d=rsngp 
y, por tanto, el número complojo puede ser representado en la forma: 
a + bi = r (cos ф + i sen 9). 8 


La expresión representada por el segundo miembro se llama 
forma trigonométrica del número complejo a + bi. Las magnitudes 
r y Ф so expresan en función de a y b mediante las fórmulas 


r= Ve + br, 9=Arg?. 


El número r se llama módulo y q, argumento del número complejo 
a+ bi, 

El argumento de un número complejo, es decir, el ángulo q, 
ев positivo: cuando ве toma a partir de la dirección positiva del ojo de 
en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y es nega- 
tivo, cuando se calcula en dirección opuesta. Es evidente que el 
argumento q по ве determina de una manera unívoca, sino con preci- 
sión igual al valor del sumando 2л&; donde % es cualquier número 


entero. + 
El módulo г del número complejo а + bi se designa a veces рог 
el símbolo | a + bi |: 
r=la+dtl 
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Notemos que todo número real A también puede escribirse en la 
forma (3), o bien: 
A=|A](cos0+¿sen0) cuando A > 0 
A = 14 | (cos л + i sen л) cuando А < 0. 
El módulo del número complejo 0 es igual а сего: |0 | = 0. 
Como argumento de cero se puede tomar caulquier ángulo q. 
En efecto, para todo ángulo Ф tiene lugar la igualdad: 


0 = 0.(соз ф + i sen q). 


$ 2. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS 


1. Adición. La suma de dos números complejos, a, + bi 
y а; + bai, es un número complejo definido por la ecuación: 
(а + bii) + (aa + dal) = (а + aa) + (bi + ba) i. (0 
De la fórmula (1) se deduce que la adición de los números com- 
plejos, representados en forma de vectores, se efectúa según la regla 
de adición de vectores. 


2. Sustracción. La diferencia de dos números complejos, аз + bat 
y dı + bil, es un número complejo que, adicionado a а + bii, 
da а, + dal. 
Es fácil ver que 


(as + bai) — (a, + bif) = (as — а) + (bz — bi) t. B 
Observemos que el módulo do la diferencia de dos números 


complejos V (a, — a F (b; — b:)* es igual a la distancia entro 

los puntos que representan estos números en el plano de la variable 
compleja (fig. 162). 

3. Multiplicación. El producto de los números complejos, 

а + bi y а, + bai, multiplicados estos números como binomios, 

según las reglas algebraicas, es un número complejo. Hay que tener 

16 
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en cuenta que: 


=P i= — f i= (— 0 0 = I; 
i= 1-41, ete. 
y, en general, para k entero: . 
Py Pet PO Psi 


+ En virtud de esta regla tenemos: 
(а + bı) (а + bai) = аа + Мам + arbat + bibat, 


(as + bii) (aa + bai) = (ив — biba) + (Баз + aba) а. (3) 


Si los números complejos están expresados en forma trigonomé- 
trica, tenemos: 


fı (соз фи + i sen qu) ra (соз qa + f sen qa) = 
= rara (соз qu соз qa + £ sem qu cos qa + 
+ Ecos qu sen qa + й sen qu sen qal = 
= тт [сов ф соз Ф: — sen ф зеп qa) + 
+ i (sen qu соз qa + соз qu sen qı) = + 
= туз [сов (фи + qa) + i зеп (qu + Qa). 
Así pues: 
rı (cos qu + f sen qa) ra (соз qa + i sen qa) = 
= тиз [соз (qu + Ф) + i зеп (фи + Ф), (8) 
es decir, el producto de dos números complejos es un número complejo 
cuyo módulo es igual al producto de los módulos de los factores y el 
argumento es igual a la suma de argumentos de los factores, 
Observación 1. En virtud de la fórmula (3), los números complejos 
conjugados, а + bi y а — bi, satisfacen а la igualdad: 
(a + ib) (a — ib) = а + bî, 
es decir, el producto de dos múmeros complejos conjugados es igual 
a la suma de los cuadrados de sus módulos, 
4. División. La división de dos números complejos es la opera- 
ción inversa a su multiplicación. Si 
ay bıi 
a+ bai 


(donde Y a 8: 52 0), entonces т e y deben ser tales que se cumpla 
la igualdad: 
а + bii = (aa + bai) (2 + yi), 


=r+yi 
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о sea: 
a, + bi = (аж — bay) + (ау + ba2) i. 


Por consiguiente, 


а = а2.— bay, by = baz + ау, 
de donde: 


die‏ ا ے ے 


= 
d+ 


y —_ e, 
+8 
y finalmente: 
athi _ u+ ым y а 
ажы +8 a+ 
En la práctica, la división de los números complejos se efectúa 
de la manera siguiente: para dividir a, + ib, рога; + iby, multipli- 
camos, tanto el dividendo como el divisor, por un número complejo 
conjugado de este último (es decir, por az — iba). Entonces, el 
divisor será un número real; al dividir por éste la parte real y la 
imaginaria del dividendo, obtenemos: 


a, + bil (atbh (09 6) ہے‎ 
يه‎ Ый (+ bai) (az — bal) 
„-Ф + dida) + (аб а) ara + bib y А 
d+ a+ Сая 
Si el número complejo está expresado en forma trigonométrica, 
tendremos: 
Fı (сов p, + ¿sen фу) 
тз (соз qa + Esen qa) 


Para verificar esta igualdad, basta multiplicar el divisor por el 
cociente: 


= feos (q — e) + tsen (фу — qu). 
a 


ra (соз qa + tson p) -E feos (фу — g) + tsen (р, — g3] = 
а 


=r Theos (pa + gi — p) + isen (фу + Pı — 0] 
Я 


== г (соз фа + ¿sen (py), 
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De tal modo, el módulo del cociente de dos números complejos 
es igual al cociente de los módulos del dividendo y del divisor; el 
argumento del cociente es igual a la diferencia entre los argumentos 
del dividendo y del divisor. 


Observación 2, De las reglas de operaciones con números complejos 
se deduce que la adición, sustracción, multiplicación y división de 
los números complejos dan de nuevo un número complejo. Si las 
reglas de operaciones con números complejos a los 
números reales (considerándolos como caso particular de аи 
complejos), entonces estas reglas coinciden con las reglas ordinarias 
de la aritmética. 


Observación 3. Volviendo a la deficición de suma, diferencia, 
producto y cociente de los números com; пріо, ев fácil comprobar 
que, si en estas expresiones son sustituidos los números complejos 
por sus números conjugados correspondientes, los resultados de las 
operaciones indicadas también son sustituidos por los números conju- 
gados. De aquí, en particular, se deduce el teorema siguiente: 


Teorema. Si en un polinomio con coeficientes reales 
APRA ene + An 


sustitulmos z por el número a + bi, y, después, por el número conjugado 
a — bi, los resultados obtenidos serán mutuamente conjugados. 


$ 3. ELEVACION A POTENCIA Y EXTRACCION DE LA RAIZ 
DEL NUMERO COMPLEJO 


1. Elevación a potencia. De la fórmula (3%) del párrafo prece- 
dente se deduce que si л es un número entero positivo, entonces: 


[r (cos p + ¿sen q)]” == г” (cos тр + ¿sen ng). a) 


Esta expresión es la fórmula de Moivre y muestra que, al elevar 
un número complejo a una potencia entera y positiva, el módulo de 
este número se eleva a la misma potencia y el argumento se multiplica 
por el exponente de esta potencia. 

Consideremos ahora una aplicación más de la fórmula de Moivre. 
Haciendo ғ = 1, obtenemos: 


(cos q + ¿sen 9)" = созлер + i senng. 


Desarrollando el primer miembro según la fórmula del bino- 
mio de Newton e igualando las partes reales e imaginarias, podremos 
expresar sen пф y cos np en función de potencias de sen ¢ у созф. 
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Así, por ejemplo, si n = 3, obtenemos: 

соз? ф + i3 сов? ф sen р — 3 соз psen? p — isen’ p=cos3p + isen 39. 
Usando la igualdad de estos números complejos, tenemos: 

cos 


os 3p == соз? — 3cos psen*p, sen 3p = — sen? p + 3cos" psen y. 

2. Extracción de la raíz. La raíz n—ésima de un número com- 
plejo es otro número complejo que, al ser elevado а la potencia m, 
dará el número comprendido bajo el radical, es decir, si: 


Vr (сов + isen q) =p (cos y + iseny), 


р" (созт + ¿sen my) = r (сов p + ¿sen q). 


Como los módulos de los números complejos iguales han de ser 
iguales y los argumentos pueden diferenciarse en un múltiplo de 2л, 
tenemos; 


ny= + 20л. 
De aquí: ў 
бе. фае 

n 


donde, k es un número entero arbitrario, У Гев el valor 
{real y positivo) de la raíz del número positivo r. Por consiguiente, 


prepararem =r (cos LE ye ison LA). a 
п п 


Dando а К los valores 0, 1, 2 ..., п — 1, obtenemos п diferentes 
valores de la raíz. Para otros valores de k los argumentos se dife- 
renciarán de los obtenidos antes en un múltiplo de 2л y, por 
tanto, se obtendrán los valores de la raíz que coinciden con los 
estudiados. 

Así pues, la raíz n-—ésima de un número complejo tiene n dife- 
rentes valores. 

La raíz n—ésima del número real A, distinto de cero, también 
tiono n valores, puesto que el número real es un caso particular 
del número complejo y puede ser representado en forma trigo- 
nométrica: 

si А >> 0, tenemos: А A | (cos 0 + t зеп 0); 

si А < 0, tenemos: А = | A | (совл + i sena). 
Ejemplo t. Hallar todos los valores de la raíz cúbica de la unidad. 
Solución. Representemos la unidad en forma trigonométrica: 


1=0050 Бг sen0. 
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Según la fórmula (2): 
Yet 0+2 0+2kn 
Ибо тено cos HAZ + | sen 0201, 


Haciendo k igual а 0, 1, 2, obtenemos tres valores de la raíz; 


sess; aes 2 isen ZE; aymcos ыза ШЕ. 
Tomando on cuenta que 


ati, م‎ 


resultas 


En la figura 163 los puntos A, B, С son las imágenes geométricas de 
ralcos obtenidas o ы 


Fig. 163 


3. Solución de la ecuación Ыпотіа. La ecuación 
P=A 
ве llama dinomía. Hallomos las raíces de esta ecuación. 
Si А es un número real positivo, tenemos: 
z= VA (0074 00022) 
n n 


(=0,{,2,...‚п—1). 


La expresión encerrada en el paréntesis da todos los” valores 
de la raíz de n—ésima potencia de la 1. 
Si A es un número real negativo, entonces: 


z= VTA; 22 „ыл Ма 
а 
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La expresión entre paréntesis da todos los valores de la raíz 
de n—ésima potencia de —1. 
Si A es un número complejo, los valores de z se hallan según 


la fórmula (2). 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
Amt. 
Solución. 
2k 


Gr = cos E + зш AE. 


Haciendo Б igual a 0, 1, 2, 3, obtenemos: 
#,=cos0 +1 sen 0=, 


2а 2r 
t= cos + i son ҖЕ, 


سگ А-ы на‏ ومسو 


zmcos +1 зев E —. 


$ 4. FUNCION EXPONENCIAL CON EXPONENTE COMPLEJO 
Y SUS PROPIEDADES 


= z + iy. Si z o y son variables reales, z es una variable 

A cada valor de la variable compleja lo corresponde un 
punto bien determinado (fig. 161) en el plano Озу (plano de la 
Variable compleja.) 

Definición. Si a cada valor de una variable compleja z, perte- 
neciento a cierto dominio dol plano de variables complejas, corres- 
ponde un valor bien determinado de otra variable compleja ш, so 
dico que рм una función de la variable compleja 3: w =}(ф 

w = ш (2), 

Existen las nociones dol límite, de la derivada, de la integral, 
etc, de una función de variable compleja. 

Estudiemos una función do la variable compleja, o bien, la 
función exponencial: 


we 
o sea: 
А è 
Los valores complejos de la función w se determinan del modo 
siguiente*: 
¿+= (соз у + iseng), w 


*) Demostraremos más adelanto (%24, сар. XIII y $18 cap. XVI, tomo П) 
la conveniencia de esta definición de la función exponencial. 
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es decir, 
w(2)=é* (cosy + isen y). @ 
Ejemplos: 


Laia 


ТЕ 


3, а ettt=et (cos 1-1 sen 1) = 0,544-2:0,88, 


4, z=z (z os un número real), «®#®! = е® (cos 0-4-4 зеп 0)=e* que es una 
función exponencial ordinaria. 


Propiedades de la función exponencial 
1. Si з, y э, son dos números complejos, entonces: 


Ead”, Ы (8) 
Demostración. Sea 


а= + Ц 2 = 2. + a 
entonces 


سے A‏ 41+ کے ے ¿PDA‏ ے ёз‏ 


= “её [eos (у + ya) + isen (y + vd]. (0) 


Por otra parte, virtud del teorema sobre el producto de dos 
números complejos expresados en forma trigonomótrica, tenemos: 


Cn a ge I ge +: a e™ (cos yy + isen pi) e™ (cos ya + ¿sen у) = 
= [cos (у, + yo) + ¿sen (y, + YD]. (5) 


Los segundos miembros de las igualdades (4) y (5) son iguales y, por 
consiguiente, serán iguales también los primeros 


A 


2. De modo análogo se demuestra la fórmula: 
е 


ая (6) 
3. Si m es un número entero, tenemos: 
Єў" = е“. m 


Esta fórmula se obtiene fácilmente de (3), cuando m > 0. 
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La misma se obtiene a partir de las fórmulas (3) y (6) si т < 0. 
4. Demostremos la identidad: 


e, ® 

En efecto, según las fórmulas (3) y (1) tenemos: 
E ی تی ہے‎ (соз 2л + isen 2л) = е. 

De la identidad (8) se deduce que la función exponencial e 


es una función periódica con período 2лі. 
5. Estudiemos ahora la magnitud compleja 


ш = u (а) + ір (2), 


donde и (z) y v (z) son funciones reales de la variable real т. Es una 
función compleja de la variable real. 
a) Supongamos que existen los límites: 


lim u (2) =u (zo); lím 0 (2) = v (zo). 
z> xs z= xi 


Entonces, w (25) + iv (25) = w es el límite de la variablo ` 
compleja w. 

}) Si existen los derivadas ш (а) y Y (z), la expresión 
ul (2) + iv (2) (9) 
ев la derivada do una función compleja de variable real con respecto 
argumento real, 
Estudiemos ahora la siguiento func 

дб aia, 


exponenci 


w= 
donde û y f son números constantes reales, 7 ж ез una variable 


s una función compleja de variable real que, conformo a la 
ша (1), puede escribirse así: 


1w=e"*[cosfz-+ isen ба] 


w=e*cospz + ie** sen Bz: 
Hallemos la derivada 1%. Según la fórmula (9) tenemos: 
шу, = (cos Ba) + i (e°™ зеп Ва) = 
= e** (а соз Bz — f sen fz) + ie®™ (а son fz + Всов fz) = 
=a [e (cos Bæ + tsen Ba)] + i [e**(cos pz + ison Ва)] = 
= (a + ip) [77 (соз fz + isen ба)] = (а + ip) 2*1 *, 
Así pues, si ш = etis, entonces: w = (a + if)eleHh)* 


үё*+'®=ү = (а 4 ip) е6) ao 
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De tal modo, si k es un número complejo (y, en particular, real) 
y z ез un número'real: 
(MY = кё”. (e) 


Hemos obtenido la fórmula general para la derivación de una 
función exponencial, También tenemos: 


(Y= УТ =k (dy = 100" 
y para п arbitrario: 
(nr. 
Utilizaremos estas fórmulas más adelante. 


$ 5. FORMULA DE EULER. 
FORMA EXPONENCIAL DEL NUMERO COMPLEJO 


Si hacemos z = 0 en la fórmula (1) del párrafo anterior, obtenemos; 
e" == соз y + ¿sen y. a) 


Esta es la fórmula de Euler y expresa la relación entre la fun- 
se Ee) con exponente imaginario y las funci trigono- 
métri 


Sustituyendo y por — y en la fórmula (1), obtenemos: 
679 созу — ison y. @ 
Do las igualdades (1) y (2) hallomos cosy y seny: 
epe” 
ону, 
(3) 


seny 


2i 


Las fórmulas (3) se usan, en particular, para expresar las poten- 
cias do cos p y de sen p, así como también de sus productos, еп fun- 
ción del sono y del coseno de arcos múltiples. 


Ejemplos: 
A A 
созду +1 sen 29) +24 (cos 2y —1 sen 24) = 


фасад), 
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3. со ге qua ( 


¿0 ej 
A corp > 


4-42 
Forma exponencial del número complejo. Escribamos un número 
complejo z en forma trigonométrica: 
z= г (созу + i seng), 
donde, г es el módulo y q, el argumento de este número complejo. 
Según la fórmula de Euler: 
cosp- isen ф= e". 
Por consiguiente, todo número complejo puede ser тегия 
en la. forma exponencial: 
z= re", 
ов. Escribir Jue números 4, f, —2, —£ en la forma exponencial, 


Ан, 


1 соз 20-1 sen 0л, 
EN 

becos FH sen Tame, 
—2=2 (cos 1410001) = 2e, 


x 
imco on E, 


$ 6. DESARROLLO DEL POLINOMIO EN FACTORES 


Sabemos que la función 
IDSA А... ФА 

еп la que л ез un número entero se Пата ролет о función racio- 
nal entera de т. El número л ез el grado del polinomio. Los coefi: 
tos Ao, An . -> An боп aquí números reales o complejos. La vari 
ble independiente z puede tomar tanto valores reales como com- 
plejos. El valor de la variable = para el cual el polinomio se reduce 
а сего es la raíz del polinomio. 

Teorema 1. (Teorema de Bezout). El resto de la división del poli- 
nomio f (z) por la diferencia (z — а) es igual a f (a). 

Demostración. El cociente de la división del polinomio f (z) 
рог (z — а) es un polinomio f, (z), de grado inferior.en una unidad 
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que él del polinomio f (z), el resto es un número constante R. 
Entonces podemos escribi 
Ра) = (2—9) f (3) + Е. %) 

Esta igualdad ев válida para todos los valores de z distintos de а 
(la división por т — a cuando z = а no tiene sentido). 

Si 2 tiende a a, el límite del primer miembro de la igualdad (1) 
es / (a) y el límite del segundo miembro, es R. Como las funciones 
f(z) y (æ — a) fı (2) + R son iguales para todos los valores de 
z a, sus límites serán también iguales, cuando z— a, ез decir, 
100 = Е. 

Colorario. Si а es una raíz del polinomio, es decir, f (a) = 0, 
entonces f (z) se divide por z — a зіп resto alguno y, por tanto, se 
representa como un producto: 


1 (2) = (z — ®) fi (2), 
donde /, (z) es un polinomio. 


Ejemplo 1. El polinomio у (2) = z? — 62? + iiz — 6 se anula cuando 
zm [y e deci, J (1) = ® Por exo el polinoraio dado so divido sfn resto por 
2740 


smat + 2 Gm (3—1) (11—524 6). 
Estudiemos ahora las ecuaciones con una incógnita z. 
Todo número (real o complejo) que sustituya a z en la ecuación 

y la convierta en identidad, se llama raíz de la ecuación. 


Ejemplo 2. Los números үе; = 2; 23m E „ son raices 


de la ecuación соз x ==зеп z. 


Sí una ecuación tione la forma Р (=) = 0, donde Р (2) es poli- 
nomio de lo n, se llama ecuación algebraica de n—ésimo grado, 
De la definición se dedı y las ráíces de la ecuación algebraica 
Р (2) = 0 son idénticas a las del polinomio Р (2). 

Naturalmente, surge la pregunta, si toda ecuación tiene raíces. 
Para las ecuaciones no algebraicas la respuesta es negativa: existen 
ecuaciones no algebraicas que no tienen raíces (reales, mi comple- 
jas), como, por ejemplo, la ecuación е“ = 0°). 

Šin embargo, para las ecuaciones algebraicas la respuesta es 
positiva, lo que constituye el contenido del sigulente teorema 
fundamental del álgebra. 


SJ En efecto, si ol número z, = а + Ы fuera la raíz de esta ccuación, 
existiría la Identidad «0207-20, o (оп virtud de la fórmula de Euler) e” (cos b + 
“isen b) = 0. Poro, e no puede anularse cualquiera quo sea el número real а; 
tampoco 0 = í sen b es igual а cero (puesto que el módulo do esto número 
es igual а VEGF Б + 50016 = 1 para cualquier Б). Por tanto, el producto 
dao Leon B) 0, es decir, eo Oie que ашыга que a Eonación 
¿X= 0 no tiene raíces. 
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Teorema 2. (Teorema fundamental del álgebra). Toda 
función racional entera f(z) tiene por lo menos una raíz real o 
compleja. 

Esto teorema se demuestra en el curso de álgebra superior. 
Aquí lo admitiremos sin demostración. 

Utilizando el teorema fundamental del álgebra es fácil demos- 
trar el siguiente teorema. 

Teorema 3. Todo polinomio de n—ésimo grado puede ser desarro 
llado en n factores lineales de la forma т — а y un factor igual al coe- 
ficiente de z", 

Demostración. Sea / (2) un polinomio de grado л: 

1@ == A + A + An. 

En virtud del teorema fundamental este polinomio tiene por lo 
menos una raíz; designómosla por а. Ahora bien, según el corola- 
rio del teorema de Bezout podemos escribir: 

16) = (z — а) fi (2), 
donde, fı (z) os el polinomio de grado (а — 4); fr (z) también tiene 
una raíz que designemos por az. Entonces, 
h (0) =4z — а) fa (2), 
donde, fa (2) es el polinomio de grado (л — 2). De igual manera: 
ҺӘ = (z — a) fs (2). 
Continuando este proceso, llegamos a la oxpresión: 
һә (3) = (£ — en) fns 
donde fn es un polinomio de grado cero, es decir, f, es un número 
fijo. Evidentemente, este’ número es igual al coeficiente de 2”, 
es decir, fa = Ao. 

En virtud de las igualdades obtenidas podemos escribir: 

1(2) = Ao (z — ai) (z — а)... (2 — a). (2 

Dol desarrollo (2) se deduce que" los números ay, dy, ..., а, воп 
las raíces del polinomio / (2), puesto que, realizada la sustituci 
Z = а, Z = dp, ..., Z= an, el segundo miembro y, por consiguien- 
te, el primero se reducen A cero. 
жыш 3. El polinomio f (z) = z* — 62? + 112 — 6 зо reduce а сего, 
mdo 


ош 
, =2, z=3. 


Por consiguiente, 
a3 6st 4 1126 (24) (22) (23). 

Ningún valor z = а distinto de а, аз, ..., a, puede ser raíz 

del polinomio f (z), puesto que ningún factor del segundo miembro 
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de la igualdad (2) se anula cuando = = a. Ahora podemos expresar 
el siguiente enuncia 
* Todo polinomio de grado п no puede tener más que n raíces dife- 

rentes. 

Pero, en este caso, obtenemos el teorema siguiente. 

Teorema 4. St los valores de dos polinomios q (2) y Ф (2) de gra- 
do п coinciden para n + 1 valores diferentes ау, ал, аз, +=», а del 
argumento z, los polinomios enunciados son idénticos. 


Demostración, Designemos por f (z) la diferencia de estos poli- 


nomios: 
1@ = qı (2) — (2). 

Según la hipótesis, / (2) es un polinomio de grado no superior 
а n, que se reduce а cero en los puntos а, ..., а„. Por tanto, ésto 
puede ser representado en la forma: 

1 (2) = Ао (к — а) (= — а)... (2 — а). 

Pero, según la n hipótesis, f (2) ве раша también en el punto ау. 
Entonces, f (ao) = 0, siendo distintos de cero todos los factores 
Jineales. Por eso, A, = 0, y de la igualdad (2) se deduce que ol 
polinomio f (2) es idénticamente igual a cero. Por consiguiente, 
qu (2) — Pa (2) = 0, 6 qu (2) = Ф: (2). 

Teorema 5. Si el polinomio 

Р (х= Аы^ +A ... H Anat H An 
es idénticamente igual а cero, todos sus coeficientes son iguales a сего. 

Demostración. Escribamos el desarrollo de este polinomio en 

factores según la fórmula (2): 
P( =A HAD +... H Anit t А„== 
= Ag(z—a) ... (245). (Mm 

Si este polinomio es idónticamente igual a cero, también será 

igual а cero para un valor йе =, distinto de , ax. Pero, en este 
1 = — а, по se lan у, por tanto, 


l = 0, 

De igual manera se demuestra que A, = 0, А, = 0, ete. 

Teorema 6. Los coeficientes correspondientes de dos polinomlos 
idénticamente iguales son iguales. 

Esto se deduce del hecho de que la diferencia entre los polino- 
mios dados es un polinomio idénticamente igual a cero. Por tanto, en 
virtud del teorema anterior, todos sus coeficientes son ceros, 


Ejemplo 4, Si el polinomio az? bz? + ez + d e Sdénticamento igual 
al polinomio 21 — 5z, entonces: а = 0, b= 1, c= — 5, d = 
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8 7. RAICES MULTIPLES DEL POLINOMIO 


Sí ciertos factores lineales del desarrollo de un polinomio de 
grado л 
10 = А ) а) (= —a2) ... (2 — а) ‚@ 


son iguales, se puede ogruparlos y luego, factorizar el polinomio 
de la manera siguiente: 


1@ «== Ао (2 — а) (2 — вд"... (2 — а)" (1) 


ki ka + de km = n. 


En este caso se dice que a, es una raíz múltiple de orden kı, (k,, es 
la multiplicidad de la raíz); az es una raíz múltiple de orden Ку, etc. 


Ejemplo. El polinomio f (z) == z? — 5z? + 8z — 4 ве desarrolla en los 
suguientes factores lineales: 


Donde 


16-36-24. 
Este desarrollo puede escribirse 
te= 29 (4), 
а = 1, una тай simple. 
i el polinomio tiene una raíz múltiple a de orden k, consideremos 
1 polinomio tiene А raíces-iguales. Entonces, del teorema del 

desarrollo de un polinomio an factores lineales po deduce el teorema 
siguiente. 

Todo polinomio de grado n tiene ezactamente n raíces (reales 
o complejas). 


Observación. Todo lo que se ha dicho acerca de las raíces dol 
polinomio 


оц = 2 es una raíz doblo; 


а) = Аа + Aa" + HAr 
es igualmente cierto para las raíces de una ecuación algebraica: 
Аа Аат... + А„=0. 
Demostremos a continuación, el teorema siguiente: 


Teorema. Si a, es una raíz múltiple de orden №, > 1 para el poli- 
nomio f (z), entonces a, será una raíz múltiple de orden k — 4 para 
la derivada f (2). 


Demostración. Si a, es una raíz múltiple de orden К, donde 
kı > 1 de la fórmula (1”) se deduce: 


1=) —- "9 (2), 


17-534 
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donde q (2) = (= — a4)": .. .(z — am)*™ по se anula para х=, 
es decir, p (а) +0. Derivando, tenemos: 


T =k (z — a'g (a) + z ag (ш) = 
ay [kp (2) + (2 — a) 9 (2). 


Designemos: 
Y (2) = kı 9 (2) + (z — a) Ф (2). 
Entonces, 
T= (z — apa), 
donde: 


y (a) = kı (а) + (а — ag’ (а) = kig (а) 4 0, 


es decir, z = a, es la raíz múltiple de orden k, — 1 del polinomio 
1 (z). Do la demostración se deduce que si Ж, = 1, a, по es una 
raíz de la derivada f (z). 

Del teorema demostrado se deduce que a, es una raiz múltiple 
de orden k, — 2, para la derivada f” (2), una raíz de orden К, — 3, 
para la derivada /” (z) ., una raíz de orden 1 (raíz simple), 
рия) la derivada fı!) (z); у no es una raíz рага la derivada 0%) (z), 
өз decir, 


1(a)=0, Га) =0, 7 (0) =0, ..., 7 (a)=0, 


pero 
PP a)0. 


$ 8. FACTORIZACION DE UN POLINOMIO 
CON RAICES COMPLEJAS 


Las raíces а, аз, . . ., а, de la fórmula (1), $ 7, cap. УП pueden 
ser tanto reales como complejas. Tiene lugar el teorema siguiente. 


Teorema, Si un polinomio / (z) con coeficientes reales tiene la raíz 
compleja a “+ Ы, este polinomio tiene también una raíz conjugada a—bi, 


Demostración. Si en el polinomio / (z) sustituimos z por el número 
a + bi, elovamos a unas potencias у agrupamos por separado los 
términos que contienen y no contienen ¿, obtenemos: 

f(a +b) = M + Ni, 


donde М y N son las expresiones que no contienen i. 
Puesto que а + bi es la raíz del polinomio, tenemos; 


1 (a + DI) = M + Ni =0 
M=0,N=0 


de donde: 
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Sustituimos ahora z en el polinomio рог la-expresión a — Ы. Enton- 
ces (según la observación 3, $ 2), obtenemos un número conjugado 
con M + Ni, es decir, Я 
f(a—b)=M—Ni 
Como М = 0, у N = 0, se tiene: f (a — bi) = 0, es decir, a — Ы 
es una raíz del polinomio, 
Por consiguiente, en la factorización 


Í (2) = Ap (= — а) (2 — аз)... (к — an) 
las raíces complejas se encuentran en pares conjugados. 

Al multiplicar entre sí los factores lineales que corresponden 
al par de raíces complejas conjugadas, obtenemos un trinomio do 
segundo grado con coeficientes reales: 

Iz — (a + Ы) Iz — (a — Ый] = Қа — 2)— bi) lx — a) + bil = 
= (z — а) + b? = д? — 202 + а? + b? = 22 l рх d g, 


donde р = —2a, q = а? + è? son los números reales. 

Si el número a + bi es una raíz múltiple de orden k, el número 
conjugado a — bi es también una raíz múltiple de orden k, de modo, 
que, en la factorización do un polinomio entran tantos factores 
lineales z — (a -+ М) cuantos sean los factores lineales z — (a — Ы). 
Así, todo polinomio con coeficientes reales se desarrolla en factores con 
coeficientes reales de primero y segundo grado de multiplicidad corres- 
pondiente, es decir, 


10) = A(z — a)" (z — а)" ... 
e 6—0) (FF рис +o)" ... (2 ра +a)", 


к... Fk, 42l + ... +2 =n. 


donde 


$ 9. INTERPOLACION. 
FORMULA DE LA INTERPOLACION DE LAGRANGE 


Supongamos que al estudiar cierto fenómeno, fue demostrada 
la existencia de una dependencia funcional entre las magnitudes 
ж е y, que caracteriza el aspecto cuantitativo de esto fenómeno. La 
función y = q (z) es desconocida, зіп embargo, mediante una serio 
de experiencias determinemos los valores de esta función: yo, Ys 
Va» + -s Un рага ciertos valores del argumento Zo, дү, Za, « «>, Tnn 
pertenecientes al segmento la, bl. 

El problema consiste en hallar la función más simplo, para 
facilitar los cálculos (un polinomio, por ejemplo) que sen la expre- 
sión-exacta o aproximada de la función desconocida y = q (z) en 
el segmento la, b]. En forma más abstracta el problema puede ser 


479 


260 Números complejos. Polinomios 


formulado de modo siguiente: los valores de una función desconocida 
y = Ф (2) se dan en n+ 1 puntos diferentes: д, Zi ..., Zn del 
segmento la, b): М 
Yo = еФ(®,и=— Ф(а),..., Ya = Ф (Ta); 

es preciso hallar un polinomio Р (z) del grado inferior o igual a n 
que exprese aproximadamente la función Ф (2). 

Para esto olijamos un polinomio cuyos valores en los puntos 
Z, coincidan con los correspondientes valores de 


жо, 2, Tay 
Vos Vis Ya, ==» Ya de la función q (2) (fig. 164). En este caso, 
уту 
=P) 
» д 
Pig. 164 


el problema planteado, que зе Паша «problema de interpolación 
de la función», se puede formular de modo siguiente: hallar para 
una función dada y (т) un polinomio Р (т) de grado < n, que tome 
en los puntos dados дә, 21, ..., Za los valores 


Yo = Фф (а), и = Ф (8), =... Ya = Ф (2a). 
Tomemos рага esto un polinomio de n-ésimo grado y de la forma: 
Р (2) = Co (2) (22m)... (12m) + 


+ Ci (z — 20) (a — 20) - . (2 — 2) + 
+ Ca (2 — za ) (z — 2) (12). (12m) +... 
‚++ Cp (a — zo) ) — 24) . . . ) — ы). (1) 


Doterminemos los coeficientes Co, Ci, ..., Cn de tal manera que 
se cumplan las condiciones: 


P (а) = yo, P (8) = Ya +» P (2) = Yue (2 
Hagamos т = z en la fórmula (1); entonces, teniendo en cuenta 
las igualdades (2), obtenemos: 


Yo = Со (Zo — 21) (zo — 22)... (Zo — Za) 


de donde 
Yo 


A ن‎ y 
° lama) (o — 20) +++ (o — 2) 
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Haciendo, luego, z = z,, obtenemos: 
Ya = Ca (Z4 — 20) (zı — а)... (24 — Ta) 


do dondo 
CS 
(e 2) (24 — 22) ... (21 — 2) 


De igual manera encontramos 


0 =. 
(22 — Za) ) — 24) (22 — з)... (22 — 2n) 


Уһ 
(En — Zo) (2n — 21) (En — 2a) <. („—)` 


Poniendo ES valores determinados > los coeficientes en la 
fórmula (1), obtenemos: 


la—z)le—z) . Lea) 
(Zo — 24) (Fo — 2a) аа) 
(к—5)(к—).., (2—2) 
(e — Zo) (Za —22) ... (Ti — 2n) 
(22 — 20) (Za — 21) (za — 2a) ۰.۰ (22 — Tn) 
Cn zola —2 o.. (En 2-0 
La fórmula enunciada se lama, fórmula de interpolación de 


P= w+ 


n+ 
Vat ... 


Yn (9) 


agrange. 
Admitamos sin demostración que sj Ф (2) tiene una derivada do 
(п + 1) — ésimo orden en el segmento la, b], el error cometido, 
al reemplazar la función Ф (z) por el polinomio P (2), (es decir, la 
magnitud R (а) = Фф (2) — P (2) satisfaco a la desigualdad 


аат уте", 


Observación. Del teorema 4, $ 6, se deduce que el polinomio 
P (2) es el único que satisface a las condiciones del problema plan- 
teado. 
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in plo. Como ao ао un creeo e. obtenido los “на 
оаа y = уу = 3 para za рс тра Д ya = 
ж, = — 4. На! la ¡ón funci: = 
a gem ar a E 
Solución, Según la fórmula (3) tenemos (para n = 2): 
0660 yy E (11662) 
PO ts + ant => 
o sea 
A 


$ 10. FORMULA DE LA INTERPOLACION DE NEWTON 


Sean conocidos п + 1 valores de la función Ф (2): Yo, Yi» з Uns 
que corresponden а n-+4 valores del argumento: ду, Ti, «01 Za, 
mdo constante la diferencia entre los valores contiguos del argu- 
nto. Designomos por № esta diferencia, La tabla do valores de 
función desconocida y = Ф (z) para los valores correspondientes 
del argumento tendrá la forma siguiente, 


z z а=5ә+һ z= zo + 2k т=з 


Й vo и n Un 


Formomos un polinomio de grado no superior а п, que tomará 
valores correspondientes а los de х. Este polinomio representará 
aproximadamente la función q (z). 

Introduzcamos las designaciones: 

Ayo = Yi —Yos Ай = Ya — 5 Aya = Ya — Ya, ete, 

Ayo = Ya — 241 + Yo = Ди — Дро = (Ya — Y) — (и — М), 

Ayo = ys — З + Зи — Yo = Ags — Ayo = (Ya — 202 + Y) 
06 — 2и + и), 


Апо А" у — А" уо. 


Estas son las Mamadas diferencias de primero, segundo у n-ésimo 
orden. Escribamos un polinomio que toma los valores 
Yo, Ys PATA Zo у 21. 
Sorá un polinomio de primer grado 


z— 


P, (2) = yo + Ayo в“) 
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En efecto, 


h 
Pila) lesto Раа = Yo Ayo g = Yo (Ys — YO) = e 
Escribamos un polinomio que toma los valores 
Уо, Ys» Ya рага Zo, Zi, Ta 
Será un polinomio de segundo grado: 


8 
.ا .22 + مر = رم 


Es evidente que 
Pa | „а, = Yo, Pe Û xoz, = Yao 
Comprobemos ahora: 


Palen, vo + Ame 2 4 (Ар 


El polinomio de torcer orden tendrá la forma; 


— ЕЗ Y - 
Ри) оа е ааа) Аш ааа, 


h h 123 h 
z=% z=% 
lea) 

4 1 1 
El polinomio del orden n que asume los valores yo, Ys, Vs, . <, Yn 


рага Zo, 21, Zas +. + Zn, SONi 


2 = до ۽‎ S 
Аиза t E ] 
анаа (ааа). [саал], w 


Medianto una sustitución directa es fácil convencerse de que la 
igualdad obtenida es correcta. Esta es la fórmula o el polinomio 
de la interpolación de Newton. 

En esencia, el polinomio de Lagrange y el de Newton para la 
tabla dada de valores, son idénticos aunque escritos de modo di fo: 
rente. Es decir, el polinomio de grado no superior a A, que tom а 
n+ 1 valores dados pi n + f valores de z, se hal de una sol a 
manera. 
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En muchos casos resulta más conveniente utilizar el polinomio 
de la interpolación de Newton que el de Lagrange. Su particulari- 
dad consiste en que, al pasar del polinomio de grado l al polino- 
mio de grado k 4-1, los primeros К + 1 términos no cambia: 
sino que se adiciona un término nuevo que ез igual a cero, 
todos los valores anteriores del argumento. 


Observación. Según las fórmulas de Lagrange (véase la fórmu- 
la 3 $ 10) y de Newton (fórmula 4) se determinan los valores de una 
función en el segmento 20 < 2 < 2,. Si estas fórmulas se usan 
para determinar el valor de la función, cuando z < zo (lo que se 
puedo hacer cuando | = — za] es pequeño), se dice que se efectúa 
la extrapolación de la tabla hacia atrás. Si se determina el valor de 
la función рага x, < т, se dice que se efectúa la extrapolación de la 
tabla hacia adelante. 


$ 11. DERIVACION NUMERICA 


Supongamos que los valores de una función desconocida Ф (2) 
están dados por medio de la tabla que fue examinada anteriormente. 
Es preciso determinar aproximadamente la derivada de esta fun- 
ción. Con este fin se forma el polinomio de interpolación de Lagrange 
o de Newton y de este último se halla la derivada. 

Puesto qué más a menudo se analizan las tablas de Iguales dife- 
rencias entre los valores vecinos del argumento, utilicemos la 
fórmula do interpolación de Newton. Sean dados tres valores de 
lo, Vi» Y2» que corresponden а los valores: лу, тү, ža del 
Entonces, escribamos el polinomio (2) y derivómoslo. 
1 valor aproximado de la derivada de la función en el 


юз 
segmento 20 <=, < Za 
7 Аю аи, 2-%_ ) 
g" (2) а Pi (x) h + A e al 1). (5) 
Cuando z = ду, tenemos: 
А ے ر‎ А» _ ھ٥‎ 
ач 2h ` (6) 


Examinemos el polinomio de tercer orden (véase (3)), y deriván- 
dolo, obtenemos la siguiente expresión para su derivada: 


a ES 


+ а 


2.3 h 
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En particular, cuando = = zp, tenemos: 


Ф (ш) x Pi (2) = 8) 
i 
Al utilizar la fórmula (4), cuando z = zy, obtenemos la si- 
guiente forma para la expresión aproximada de la derivada: 


var) Le 


Notemos que para una función que tiene derivadas, la diferencia 
Ayo es una infinitesimal de primer orden respecto а №; A*yo, infini- 
tesimal de segundo orden; Ayo, de tercer orden, etc, 


$ 12. OPTIMA APROXIMACIÓN DE LAS FUNCIONES 
POR MEDIO DE POLINOMIOS. TEORIA DE CHEBISHEV 


Del problema éxaminado en el $ 9, зе deduce, naturalmente, 
lo siguiente: sea una función continua Ф (z) en el segmento la, b). 
¿Se puede expresarla aproximadamente өп forma de un polinomio 
P (2) con cualquier grado de precisión previamente dado? Es decir, 
¿será posible encontrar un polinomio Р (z) tal que la diferencia 
en valor absoluto, entre q (z) y Р (2), sea inferior en todos los puntos 
del segmento (a, b), que cualquier número positivo e previamente 
dado? El teorema que sigue y que citamos aquí sin demostración, 
nos da una respuesta afirmativ: 


Teorema de Weierstrass. Si la función Ф (д) es continua en el 
segmento la, bl, entonces para todo є > 0 existe un polinomio Р (2), 
que en cada punto de este segmento se cumpla la igualdad: 


ТА) — Р (2) |< е. 


S. №, Bernstein, notable matemático y académico soviético, nos ha 
proporcionado el siguiente método racional рага la formación 
directa de polinomios aproximadamente iguales a la función conti- 
nua р (2) en el'segmento dado. 

Supongamos, por ejemplo, que la función. y (z) es continua 
en el segmento 10, 11. 


*) Notemos que el polinomio do la interpolación do Lagrange (убаво (3) 
$9) no da la respuesta a Ja cuestión planteada. En los puntos zp, 24, т, 
les valores de este polinomio en realidad son iguales a los 
dientes de la función, pero en otros puntos del segmento [a, 
pueden diferenciarso notablemente. 
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Formemos la expresión: 


һә o(2) Ca" 7, 


En esta expresión Сү son coeficientes binomiales; y (Zt) es el 


valor de la función dada en el punto = = 2. La expresión В, (2) 


ев un polinomio de n-ósimo grado, llamado de Bernstein. 

Para todo número arbitrario e > 0 positivo, se puede buscar 
un polinomio de Bernstein tal (es decir, elegir su grado п) de mane! 
que para todos los valores de z en el segmento б. 11 se cumpla la 
desigualdad: 


ІВ, (2) — Ф (2) | < е. 

Obsorvemos que el análisis del segmento [0, 1} en lugar del 
segmento arbitrario la, b] no limita esencialmento las leyes genera- 
les puesto que mediante el cambio de variable: z = a + t (b — a), 
зе puede transformar cualquier segmento [а, 5], en el segmento [0, 1]. 
Esta transformación conserva el grado del polinomio. 

La teoría sobre la óptima aproximación de las funciones median- 
te polinomios fue desarrollada por el célebre matemático ruso 
Р. L. Chébishov (1821-1894). 

Los valiosos resultados que obtuvo en este campo, han influen: 
ciado decisivamente en los trabajos de matemáticos posteriores. El 

creación de esta teoría fue su trabajo 


actualmente un potente medio de investigaciones en numerosos 
problemas matemáticos y técnicos, 
Ejercicios para el capítulo VIL 


1. Hallar (84500-0. Respuesta: 17447. 2. Hallar (0441) (1430, 
Respuesta: 84-06. 3. Hallar i. Respuesta: rt. & Hallar 
ы 


(4T0), Respuesta: SA 4-i. 5, Hallar VT. Respuesta: жр ене 
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Uar Y 5—11. Respuesta: + (2—30). 7. Reducir а la forma trigonométrica 
las expresiones: а) 1-+1. Respuesta: V2 (cos F++100n 5) a b) i—i Res- 


puesta: Vi (cos TE +t son TE). 8. Hallar YT. Respue 


91. 9. Expresar en función de senz у соз la: 


uientes expresiones: 


Бр Н 
E ra Giy Eh 


м +3. 
Earn era 


+= 
йот los polinomios: 46. /()=zi—i. Respuenta; f(a) 
Брунер 15. ] (ж) =z 2—2. Respuesta: f (2) =(2—2) (141). 
ДӘҮ, ша: f(a) = (z1) (z4). 
Como resultado de un experimento se han obtenido los valores de 
la función y de 2: 


v= para #4 =0, 
Ya=6 ра 
02910 para = =2. 


nt, 


Expresar do modo aproximado esta función mediante un polinomio de 
segundo grado. Respuesta: 22--2-4-4. 

18. Hallar ol polinomio de cuarto grado que toma respectivamento los 
valores 2, 1,—1, 5, 0, para z= 1, 2, 3, 4, 5. Respues! 


210420485. 


49, Hallar ol polinomio de grado posiblemente inferir quo toma respecti- 

vamente los valores 3, 7, 9, 19 para = = 2, 4, 5, 10, Respuesta: 22 — 1. 
20. Hallar los polinomios de Bernstein de’ pri 

cuarto grados pora la función у= зев лг en 


Bi(2)=0; Dala) 201—2): mo se Bola) =2 (12) x 
xie y3-92-( 2-8) z+ V3]. 
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CAPITULO ХШ 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


$ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA 
ECUACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO, 
SIENDO LA RESISTENCIA DEL MEDIO 
PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD. 
ECUACION DE LA CATENARIA 


Supongamos que la función y = f (х) expresa cuantitativamente 
un fenómeno. Al estudiar este fenómeno es imposible establecer 
directamente el carácter de la dependencia entre y y т; sin embargo, 
se puede establecer una dependencia entre las magnitudes т, y, 
y las derivadas de y respecto а 2: y”, y”, ... y“, es decir, se puede 
escribir una ecuación diferencial. 

De la dependencia obtenida entre z, y y las derivadas es preciso 
deducir la dependencia directa entre т e y, es decir, hallar y = f (2), 
o, como suele decirse, integrar una ecuación diferencial. 

Estudiemos dos ejemplos. 


Ejemplo 1, Desdo una cierta altura se ha arrojado un cuerpo de masa т. 
Determinar la ley según la cual cambia la velocidad de caída v, si sobre el 
cuerpo, además de la fuerza de gravedad, actúa la fuerza de 
aire, proporcional a la velocidad + (el coeficiente de proporcional 
decir, es preciso encontrar v = f (t). 


tencia del 
es k), es 


Solución, En virtud de la segunda ley de Newton m f= Р, donde, ES e 


la aceleración del cuerpo en movimiento (la derivada de la velocidad respecto 
al tiempo), y F es una fuerza que actúa sobre el cuerpo en la dirección del 
movimiento, Esta última es resultante de dos fuerzas: la de gravedad, mg, y 
la de la resistencia del aire, kv (se toma con signo menos, puesto que está diri- 
gida en dirección opuesta a la velocidad). 
Entonces 
do 

тр =me— kv. a) 
Hemos obtenido una relación entre una función desconocida v y su derivada 
-fr + es decir, una ecuación diferencial respecto a la función desconocida v 
(la ecuación del movimiento de paracaídas de ciertos tipos). Resolver esta ecua- 
ción diferencial significa encontrar una función v= f(t) tal que satisfaga 
idénticamente a la ecuación diferencial dada. Existe una infinidad de fun- 
ciones de este tipo. Es fácil comprobar que toda función del tipo 


t: 


p=Ce ™ +E @) 
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satisface la ecuación (1) cualquiera que sea cl número constante С. ¿Pero, 
cuál de estas funciones dará la dependencia buscada entre v y 1? Para encon- 
trarla, usemos una condición adicional: al arrojar el cuerpo, le damos una velo- 
cidad inicial, ve (que articular, puede ser igual a cero); supongamos cono- 
cida esta velocidad inicial, Pero, en este caso, la función buscada v = f (£) 
debo ser tal que рага ¢ = 0 (al principio del movimiento) so verifique la con- 
dición v = wg. Poniendo ¢ = 0, о == vo en la fórmula (2), obtenemos: 


m= C+ 3Ê, de donde: С= о; 2£. 


Do esta manera se determina la constante C. Por consiguiente, la depen- 
dencia buscada entre v у £ es: 


м 


.= (v-35) e", e) 


De esta fórmula se deduce que si £ es suficientemente grande, la velocidad 
v depende poco ve 
lotemos que si К = 0 (es decir, la resistencia del aire no existe о es tan 


pequeña que podemos desprociarla), obtenemos el resultado*) bien conocido 
en física: 


= vo + gt. (2°) 
satisface la ecuación diferencial (1) y la’ condición inici 


Esta función 
v= v para t= 


Ejemplo 2. Un hilo flexible homogéneo está suspendido por sus dos extre- 
mos. Hallar la ecuación de la curva cuya forma va a tomar el hilo bajo su pro- 
pio peso (esta forma es la que toman las cuerd: 

y т cables y cadenas suspendidas). 


Solución, Soa Mo (0, b) el punto más bajo 
del hilo, y М, un punto arbitrario (lig. 244). 
parte MoM del hilo. Esta parte 

ajo la acción de tres fuerzas: 


ángulo р; 
Mo "2) 14 tensión M, en el punto Mo, que actúa 
15 horizontalmente; 
3) el peso ys del hilo, dirigido verticalmente 
hacia abajo; donde s es la longitud del arco MoM, 


7 % y es el peso específico lineal del hilo. 
Descomponiendo Т еп sus componentes ћогі- 
Fig. 244 zontal y vertical, obtenemos las ecuaciones del 


equi 
Dividiendo la segunda igı 


Т cosọ =H, Тзепр= ү$. 
4 рог la primera, obtenemos: 


e=- 5 


*) La fórmula (2) puede obtenerse de la (2°), pasando al limite: 


tim (а) +E] tet: 


Г] 


Ecuación del movimiento de un cuerpo. Ecuación de la catenaria 7 


Supongamos ahora que la ecuación de la curva buscada se puede escribir 
en la forma: у = f (2). Aquí, f (2) es la función que debemos encontrar, Note- 
mos que 


мее). 


Рог tanto, 
1 
т (4) 
H 
donde por а está designada la razón <- 
Derivemos respecto a z ambos miembros de la igualdad (4): 
dy i ds в) 


dz а dr ` 
Pero ya sabemos (véase $ 1, cap. VI) que: 
ds dy y? 
V+ (2) 
Poniendo esta expresión en la ecuación (5) obtenemos la ecuación dife- 
rencial de la curva buscada: 


HL (у (= a (6) 


Esta función expresa la relación entre ا‎ primera y segunda de la fun- 
ción desconocida y. 

Sin prestar atención a los métodos de resolución de ecuaciones, indique- 
mos que toda función de la forma 


6 кў = х +) 


и=3 +02 o 
satisface la ecuación (6), cualesquiera que sean los valores de las constantes 
C, y Ca. Esto es fácil comprobar, introduciendo las derivadas primera y segunda 
de la función mencionada en la ecuación (6). Indiquemos sin demostración 
que estas funciones (para diferentes С, y C3) а odas las soluciones posi- 
Мез de la ecuación (0), lo que será demostrado más adelanto (en el $ 48). 

Las gráficas de todas las funciones obtenidas de esta manera se Ilam: 
catenarias. Aclaremos, ahora 
obtener precisamente la catenari 
denadas (0, b). Puesto que, para 


ción más baja, la tangente a este punto es horizontal, es decir, d = 0. Ade- 
más, según la hipótesis, en el punto indicado la ordenada es igual а b, es decir 


De la ecuación (7) se deduce: 


1 + 
v' z(e = 


(= ш | 


Poniendo aquí z=0, obtenemos: 0= 1e, Por tanto, €,=0. 
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Si b es la ordenada del punto Mo, entonces y = b рага z = 0. 
Suponiendo que = = 0, Сү 0 de la ecuación (1) obtenemos b= 


=5( + 1)+Cz, de donde: С: = b — а. 
уа encontramos: 

22 E 
(ее) e—a. 


La ecuación (7) se simplifica considerablemente, si tomamos la ordenada del 
punto Mo igual al número a. Entonces, la ecuación de la catenaria será: 


$ 2. DEFINICIONES 
Definición 1. Una ecuación que establece una relación entre 
la variable ¿independiente z, la función buscada у = f (2) y sus 
derivadas y” y™ se Пата ecuación diferencial. 
Una ecuación diferencial se puede escribir simbólicamente en la 
forma siguiente: 


F(z, y Y, W, een ")=0 


я 
de y Y ‚Жу. ДЕГ: eo, 
de' dí da" 


Si la función buscada y = f (т) es la de una sola variable inde- 
pendiente, la ecuación diferencial se Пата ordinaria. Ocupémonos, 
por ahora, sólo de las ecuaciones diferenciales ordinarias*). 

Definición 2. El orden de la derivada superior que entra en la 
ecuación se llama orden de la ecuación diferencial. 

Por ejemplo, la ecuación 

у — 22у 5 = 0 


ó 


es de primer orden. 


+) A Та par con las ecuaciones diferenciales ordinarias, en el análisis mate- 
mático se estudian también las ecuaciones en derivadas parciales. Las ecuacio- 
nes que establecen una relación entre la función desconocida z, dependiente de 
dos o varias variables z, las propias variables z, y, ..., y las deri- 


д: к 
vadas parciales de а: $, бе, уу, etc., se llaman ecuaciones en derivadas par- 
ciales. 
Por ejemplo, la ecuación 2% ‚Ж será on derivadas parciales con la 


función desconocida, + (z, y) 

Es fácil comprobar que la función = — 2202 satisface la ecuación dada (así 
ойда Inticidad de otras fanciones). ED el entes presanto las ecuaciones en Oeti- 
vadas parciales se estudian en el capítulo XVIII, tomo Il. 
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La ecuación 
y + Ку —by—senz=0 
es de segundo orden, etc. 
La ecuación examinada en el ejemplo 1 del párrafo anterior 
es de primer orden, y la del ejemplo 2, de segundo orden. 


Definición 3. Toda función y = f (х) que, introducida en la 
ecuación, la transforma en una identidad, se llama solución 
о integral de una ecuación diferencial. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación diferencial 
йу, _ 
Ts =0. 
Las funciones у = sen z, у = 2 cos z, y = 3 sen z — cos z, y, еп gene- 
ral, toda función de la forma у = Сү sen z, y = Ca созт, 
6 


у = Сү sen z + С, созт 
son soluciones de la ecuación dada cualesquiera que sean las constantes С, 
y Ca. Esto es fácil comprobar, al introducir las funciones mencionadas en la 
ecuación. 
Ejemplo 2. Examinemos la ecuación: 
ух 22 — у = 0. 


Sus soluciones son funciones de la forma: 
v=2+ Cz, 
En efecto, derivando la función y = 


donde C es una constante arbitra: 
= z* + Cz, hallamos: 
y=24C. 


Sustituyendo las expresiones y e y” en la ecuación original, obtenemos la 


identidad: 
(22 4- Сут — 11 — 2? — C2 = 0. 


Cada una de las ecuaciones examinadas en los ejemplos 1 y 2 tiene una 
infinidad de soluciones. 


$ 3. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN (GENERALIDADES) 


1. La ecuación diferencial de primer orden tiene la forma: 


Е (z, y, у) = 0. (1) 
Si esta ecuación se resuelve respecto a y”, se puede escribirla en 

la forma: 
y = f (2, у). (1) 


En este caso se dice que la ecuación diferencial está solucionada 
respecto a la derivada. Para tal ecuación es válido el siguiente teo- 
rema acerca de la existencia y la unicidad de la solución de una 
ecuación diferencial. 
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Teorema. Si en la ecuación 
y = f (z, y) 
la función 1 (т, y) y su derivada parcial Е respecto а y son continuas 


en cierto dominio D del plano Оху, y si (Zo, yo) es un punto de este 
dominio, entonces existe la única solución de esta ecuación, y = q (2), 
que satisface la condición у = yo, para = = хо. 

El significado geométrico del teorema es que existe sólo la 
única función у = q (z) cuya gráfica pasa por el punto (Zo, Yo). 

Del teórema anterior se deduce que la ecuación (1°) tiene una 
infinidad de soluciones diferentes [рог ejemplo, la solución cuya 
gráfica pasa por el punto (xo, Yo), otra solución cuya gráfica pasa 
por el punto (zo, у), por el punto (xo, уз) etc., siempre cuando 
estos puntos se encuentren еп el dominio D]. 

La condición de que la función y debe tomar valor del número 
dado yo, рага z = zp, se llama condición inicial. Muy a menudo 
esta condición so escribe en la forma: 


Пг 

Definición 1. Se Пата solución general de una ecuación dife- 

rencial de primer orden a la función 

= Ф (z, С), (2) 
que depende de una constante arbitraria ( y satisface las condicio- 
nes siguientes: 

a) satisface la ecuación diferencial para cualquier valor concreto 
de la constante С; 

b) cualquiera que sea la condición inicial y = yo, рага х = Zo, 
es decir (y)x=x = Yo, Se puede encontrar un valor С = Со tal, que 
la función y =p (z, Co) satisfaga la condición inicial dada. 

En este caso se supone que los valores xp е уу pertenecen al 
dominio de variación de las variables т e y, en el que se verifican 
las condiciones del teorema sobre la existencia y la unicidad de la 
solución. 

2. Durante la búsqueda de la solución general de una ecuación 
diferencial llegamos a menudo a una correlación de la forma: 

Ф (z, y, C) = 0, (2) 
no resuelta respecto a y. Al resolverla respecto a y, obtenemos la 
solución general. Sin embargo, no siempre es posible expresar y 
a partir de la correlación (2°) mediante las funciones elementales. 
En tales casos la solución general se queda en forma implícita. 

Una igualdad de la forma Ф (т, y, С) = 0, que da la solución 
general en forma implícita, se llama integral general de la ecuación 
diferencial. 
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Definición 2. Toda función у = q (х, Co) deducida de la solu- 
ción general y = q (т, С), dando a la constante С un valor determi- 
nado С = Co, se llama solución particular. En este caso la correla- 
ción Ф (z, y, Со) = 0 se Пата integral particular de la ecuación. 


Ejemplo 1. La ecuación de primer orden 


К ЖРТ А 


dz 2 


tiene por solución general una familia de funciones у=-—; esto se puede 


comprobar mediante una simple sustitución en la ecuación. 
'allemos una solución particular que satisfaga la siguiente condición 


inicial: џо= 1, рага 202. Poniendo estos valores en la fórmula у=-—, 


obtenemos: 1 =-©-6 C=2. Por consiguiente, la función y= ез la solu- 
ción particular buscada, 


Desde un punto de vista geométrico, la integral general repre- 
senta una familia de curvas en el plano de coordenadas, dependiente 
de una constante arbitraria C (o, como se suele decir, de un pará- 
metro C). Estas curvas se llaman curvas integrales de la ecuación 
diferencial dada. 

Cada integral particular está representada por una curva de esta 
familia, que pasa por un punto dado del plano. 

Así, en último ejemplo la integral general está representada 


geométricamente mediante la familia de hipérbolas y = E, y la 


integral particular, determinada por la condición inicial indicada, 
mediante una de estas hipérbolas que pasa por el punto Mo (2,1). 
En la figura 245 están representadas las curvas de la familia que 


corresponden а ciertos valores del parámetro: С = $ C=1,C=2, 


C = —1, etc. 

Соп el objeto de ilustrar mejor nuestros razonamientos, llamare- 
mos solución de la ecuación no sólo a la función y = q (=, Со), 
que satisface la ecuación, sino también a la curva integral corres- 
pondiente. En relación con esto trataremos, por ejemplo, de la 
solución que pasa por el punto (Zo, Yo). 

Observación: La ecuación а = — ® no tiene solución que pase 
por un punto del eje Oy (véase fig. 245). Esto se debe a que el segundo 


miembro de la ecuación no está definido para z = 0, y, por tanto, 
по es continuo. 
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Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una ecuación 
diferencial significa: 

a) encontrar su solución general o la integral general (si no 
están dadas las condiciones iniciales), o 

b) hallar la solución particular de la ecuación que satisfaga las 
condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 


AY. 
Ce C= 
¢ КЛ 


б=т ]\(р= 
Cafe С=} 
Fig. 245 


3. Demos la interpretación geométrica de la ecuación diferencial 
de primer orden. 
Sea una ecuación diferencial, resuelta respecto a la derivada: 


Желе, 0. в) 


y sea y = q (т, С) su solución general. Esta solución general deter- 
mina toda la familia de curvas integrales en el plano Ozy. 

Para todo punto M, de coordenadas z e y, la ecuación (1') deter- 
mina un valor de la derivada а, es decir, el coeficiente angular de 
la tangente a la curva integral que pasa por este punto. Por consi- 
guiente, la ecuación diferencial (1”) define un conjunto de direcciones 
о, como se dice, determina el campo de direcciones en el plano Оху. 

Desde el punto de vista geométrico el problema de la integración 
de una ecuación diferencial consiste en hallar las curvas, cuyas tan- 
gentes están orientadas de modo que su dirección coincida con la 
dirección del campo en estos puntos. 
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En la figura 246 se representa el campo de direcciones definido 
por la ecuación diferencial 


4. Examinemos, ahora, el problema siguiente: 
Sea una familia de funciones que depende sólo de un paráme- 


tro C: 

у= Ф (=, С) (2 
de modo que por todo punto del plano (o de un dominio en el plano) 
pase sélo una curva de esta familia. 


Fig. 246 


¿Cuál es la ecuación diferencial que acepta esta familia de fun- 
ciones como integral general? 
Derivando respecto а z, encontramos de la relación (2): 


= x (=, С). (3) 


Puesto que por todo punto del plano pasa una sola curva de la 
familia, para cada par de números z e y se determina un valor 
único С de la ecuación (2). Introduciendo este valor С en la corre- 
lación (3) hallamos w como función de z e y. Así obtenemos la 


ecuación diferencial satisfecha por toda función de la familia (2). 
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Por consiguiente, para establecer la relación entre z, y y Y 


аг" 
es decir, рага escribir la ecuación diferencial cuya integral general 


se determina por la fórmula (2), es preciso eliminar C de (2) y (3). 


Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial de la familia de parábolas y = 
= Cai (fig. 247). 


Fig. 247 


Derivando la ecuación respecto a z, hallamos: 
dy 
de 


20z. 


Introduciendo en esta última el valor 


definido por la ecuación de la familia, obtenemos una ecuación derivable de 
la familia das 


Esta ecuación diferencial se verifica para z + 0, es decir, en todo domi- 
nio que no tenga puntos en el eje Oy. 


$ 4. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARADAS Y SEPARABLES. 
PROBLEMA DE LA DESINTEGRACION DEL RADIO 


Estudiemos una ecuación diferencial de la forma 


Eh [| 
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donde el segundo miembro es el producto obtenido mediante la 
multiplicación de una función que depende sólo de z por una fun- 
ción dependiente sólo de y. Suponiendo que f» (y) = 0, transforme- 
mos (1) del modo siguiente: 


1 
[ДЕЛ 


Suponiendo que la función y de z es conocida, la ecuación (1°) se 
puede considerar como igualdad de dos diferenciales, cuyas inte- 
grales indefinidas se diferenciarán en un sumando constante. Inte- 
grando el primer miembro respecto a y y el segundo, respecto a z, 
obtenemos 


ау = f, (z) dz. (1) 


1 
= а: +С. 
( ту јлә + 


Hemos obtenido una correlación entre la solución y, Іа variable 
independiente т y la constante arbitraria С, es decir, hemos obtenido 
la integral general de la ecuación (1). 

1. La ecuación diferencial de la forma (1°) 


М (а) dz + N (у) dy = 0 (2) 


se llama ecuación con variables separadas. Según lo demostrado, su 
integral general es 


IM (2) dz + $ N (y) dy =C. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación con variables separadas: 
zdr+ y dy = 0. 
Integrando, obtenemos la integral general: 


Puesto que el primer miembro de la última ecuación no es negativo, lo 
mismo será el segundo miembro. Designemos 2C, рог С°: 


т уз = Са, 


Esta es la ecuación de una familia de circunferencias concéntricas (fig. 248) 
de radio C y centro en el origen de coordenadas. 


2. La ecuación de la forma 
М, (2) N, (y) dz + М. (а) №. (y) dy = 0 (3) 
se llama ecuación con variables separables. Esta puede ser reducida*) 


*) Estas transformaciones son válidas sólo en un dominio donde tanto 
Ni(y), como Ma (=) no se anulan. 
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a una ecuación con variables separadas, dividiendo ambos miembros 
por la expresión N, (y) Ma (=): 


MDN V) gy Mala) "2 gy 
N, (y) М (2) N, (y) М. (2) 


M, (2) Na (y) 
dz + = dy =0, 
Me Ni 
es decir, a una ecuación de la forma (2). 


Ejemplo 2. Soa la ecuación 


К. AN E 
"Эн z 
Soparemos las variables: 
E EE... 
ma 


Integrando, encontramos: 
dy dx 
3+0 
ев десіг, 


In|y|=—In|z1+In|C|*) ó а= |2 : 


de donde obtenemos la solución general: 


*) Teniendo en cuenta las transformaciones ulteriores, hemos designado 
la constante arbitraria mediante In | С | lo que es admisible puesto que In | C | 
(cuando С э 0) puede tomar cualquier valor en los límites de — co hasta + со. 
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Ejemplo 3. Sea la ecuación 


(142) y dz4-(1—y)= dy=0. 
Separando las variables, encontramos: 
a усо (L аааз 
LEE arp ay (+) де + (5 1) dy=0. 


т 
Integrando, obtenemos: 
Injzl+x+lIn]yl—y=C ó Inlay|+x—y=C; 


la última relación es la integral general de la ecuación dada. 

Ejemplo á. Se ha establecido que la velocidad de la desintegración del 
radio es directamente proporcional a su masa en cada instante dado. Determi- 
nar la ley de variación de la masa del radio en función de tiempo, si para £ = 0 
la masa del radio fue mo. 

La velocidad de la desintegración se determina del modo siguiente. Sea т 
la masa al instante £ y m-+ Ат, al instante £-+ At. La masa desintegrada 
durante el tiempo At es Am. La razón 2 es la velocidad media de desintegra- 
ción. El limite de esta razón para At 0: 


es la velocidad de desintegración del radio al instante /. 
Según la hipótesis: 


(4) 


donde к os un coeficiente de proporcionalidad (k > 0). Ponemos el signo me- 
nos, porque a medida que transcurre el tiempo la masa del radio disminuye y, 


por eso: % << 0, La ecuación (4) es una ecuación con variables separables. 
Separemos las variables: 


атка. 
Rosolviendo la ecuación, obtenemos: 
Inm=-—kt-4+InC, 
de donde 


т= Се, (5) 
Siendo dada la masa del radio igual a mo en el instante ¢ = 0, entonces 
С debe satisfacer la correlación: 
m=" t =C, 
Introduciendo el valor de C еп la ecuación (5), obtenemos la dependencia 
buscada (véase la fig. 249) de la masa del radio en función del tiempo: 
m=mpekt, (6) 
El coeficiente k se determina experimentalmente de la manera siguiente. 
Sea a el % de la masa inicial del radio desintegrada durante el tiempo to. Por 


2536 
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tanto se cumple la correlación: 


de donde: 


De tal modo hemos establecido que para el radio k == 0,00044 (la unidad de 


medida del tiempo es el año). 
Poniendo este valor de k en la fórmula (6), tenemos: 


m= тде 70:000664, 


Hallemos el período de semidesintegración del radio, о sea el intervalo 
de tiempo durante el.cual se desintegra la mitad de la masa inicial del radio. 


m| 


Fig. 249 


Sustituyendo m en la última fórmula por el valor ЕЗ obtenemos la ecuación 


para determinar el período 7 de semidesintegr: 


Л ы-и, 
de donde: 
—0,000447 = — In 2. 
о ва, 
7= pg 1500 años 


Noternos que muchos otros problemas físicos y químicos desembocan en 
una ecuación de la forma (4). 


Observación. La ecuación diferencial con variables separadas 
de la forma 


Mb) 6 d=) de 
es la más simple. 
Su integral general tiene la forma: 
у= 110) +С. 
A la solución de ecuaciones de este tipo está dedicado el capí- 
tulo X. 
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$ 5. ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER ORDEN 


Definición 1. La función f (z, y) se llama homogénea de grado 
п respecto a las variables z e y, si para todo А. se verifica la identidad: 
1(z, М) =] (т, y). 


Ejemplo 1. La función f(x, y) =V FFF y3 es homogénea de primer grado, 
puesto que 


Hz, м) = У AENA V FF =f (2, y). 
Ejemplo 2. у (xy) ==y—y? es una función homozénea de segundo grado 
puesto que (Ax) (Ay) —(Ay)2=22 [zy — 02). 
yr 


Ejemplo 3. f(z, y= es una función homogénea de grado cero 
(Ar)? — (Ay)? 22—02 
(Az) (Ay) zy 

10, Ayj=j (e, y) 6 Fr, Ay) = А0 (2, y). 
Definición 2. La ecuación de primer orden 
=, y [| 


se llama homogénea respecto a х е y, si la función f (z, y) es homogé- 
nea de grado cero respecto a z e y. 


puesto que y es decir, 


Solución de una ecuación homogénea. Según la hipótesis, 


1 (Az, Ay) = f (z, y). Haciendo А =1, tenemos: 
z 


es decir, la función homogénea de grado cero depende sólo de la 
razón de los argumentos. 
En este caso, la ecuación (1) toma la forma: 


dy y 
2 (1 2). 


Efectuemos Ja sustitución: и = z, es decir, y = uz. Entonces 


te, 9=1(1, 2), 


tenemos: 
dy du 
atar 


Sustituyendo este valor de la derivada en (1) obtenemos: 


ut уд, и), 
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que es una ecuación con variables separables: 


E E EL A н 
ar aaa 


Integrando, hallamos: 
f E e ( E 
а, ш) —u т 
Sustituyendo и por la razón z, después de integrar, obtenemos 


la integral de la ecuación (1”). 
Ejemplo 4. Sea la ecuación 


Y 
аг = 11—01 ` 

Еп el segundo miembro tenemos una función homogénea de grado сего. Por 
consiguiente, se trata de una ecuación homogénea. Realicemos la sustitu- 


ción: de A 
= 


u; entonces 


dy du. du и_, du из 
г MA PTI 


у=ит; 


Separando las variables, resulta: 


(u du dz (4 
us چ‎ (us 


ut: 


de donde, después de integrar, encontramos: 
1 1 
тг 1819101214101 6 га 1ч. 
Sustítuyendo u=t obtenemos la integral general de la ecuación inicial: 
z 
=т= nl Cul. 
Es imposible en el caso dado expresar y como función explícita de т 


mediante las funciones elementales. Sin embargo, es fácil expresar т en 
función de 


z=y V —2In/Cyl. 
Observación. La ecuación de la forma 
М (z, y dz + N (z, у) dy =0 
será homogénea sólo en aquel único caso, en que М (=, y) y N (z, y) 
sean funciones homogéneas de un mismo grado. Esto se deduce del 


hecho de que la razón de dos funciones homogéneas de un mismo 
grado es una función homogénea de grado cero. 
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Ejemplo 5. Las ecuaciones 
(27 --3у) dz + (= — 2y) dy=0, 
(224-02) dz — 22у dy=0 
son homogéneas. 


$ 6. ECUACIONES QUE SE REDUCEN 
A ECUACIONES HOMOGENEAS 


Se reducen a ecuaciones homogéneas las ecuaciones de la forma 


йу _ az + by +c a 
de ast byte 


Si c, = с = 0, la ecuación (1) es, evidentemente, homogénea. 
Supongamos, ahora, que с y с; (o uno de ellos) son diferentes de cero. 
Realicemos el cambio de variables: 


z=n+h, y=y+k. 
Entonces, 
dy _ dun 2 
т аы т (2) 
Introduciendo en la ecuación (2) las expresiones de =, y y а » 
tenemos: 
ал аз + by, + ah + bk +e А (8) 
ат, astı + biy + ah, + bik + с, 
Elijamos h y k de tal modo que se verifiquen las ecuaciones 
аһ + bk+c=0, 7] 
aih + bik са = 0, 
es decir, determinemos л у k como soluciones del sistema de ecuacio- 
nes (4). Bajo esta condición la ecuación (3) es homogénea: 
dy а + dy 
de, ayt, + by 


Al solucionar esta ecuación, y pasando de nuevo a z e y, según 
las fórmulas (2), obtenemos la solución de la ecuación (1). 


El sistema (4) no tiene solución, si 


o. dira 
а lecir, si 


ай = a,b. Pero en este caso Ll = A, es decir, а =a, Б, = АБ, 
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y, por consiguiente, se puede transformar la ecuación (1) en la 
forma: 
9у__ (ах БЫ) +e 
dz 1(az+ by) +e, 
Haciendo la sustitución 
2 = ах + by, (6) 


la ecuación se reduce а una ecuación con variables separables. 
En efecto, 


(5) 


de donde: 
(7 


Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5) obtenemos: 
аза Es 


bdr b r+a 


que es una ecuación con variables separables, 
El procedimiento utilizado para la integración de la ecuación (1) 
se aplica, también, a la integración la ecuación 


% ( a | 
de Хах + biy +c 


donde, f es una función continua arbitraria. 


Ejemplo 4. Sea la ecuación 
dy 
da" 


Para transformarla en una ecuación homogénea hacemos la sustitucion: 
z=x,+h; y=y¡-+k, Entonces, 


dy _ а+и-Еһ+Е®—3 

dz, y HAET 
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones 

h+k—3=0; һ—к—1=0, 


encontramos: 
h=2, k=1. 

Como resultado obtenemos la ecuación homogénea 
dv + 


dz YM? 
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que resolvemos mediante la sustitución =ч entonces, 


dy, di du 1+-и 
u= E, Lutz r ат тас er 


y obtenemos una ecuación con variables separables 


Separamos las variables: 


Integrando, hallamos: 


arctg u—HIn (14и) = 1а 7, + In C, 


arctg u=1n (Cz, YTF u?) 
o 
Cz, VIF = е ч, 
Sustituyendo u por en la última igualdad, tenemos: 


arctg. = 
сүң+й=‹ а, 
Por fin pasando а las variables т e y, obtenemos en definitiva: 


ЕЦ 
x2, 


сүи." 


Ejemplo 2. La ecuación 


„220—1 
У “FITS 


по se puede resolver mediante la sustitución z = z; + h, у = y; +k, puesto 


que en este caso el sistema de ecua 


iones, que sirve pata determinar В y k, es 


irresolublo (aquí, ol determinante | iil de los coeficientes de las variables 


es igual a cero), 


Še puede reducir esta ecuación a una ecuación con variables separables 


mediante la susi 


ución: 


2z+y=s. 
Entonces у' = :' —2 у la ecuación se reduce а la forma: 
2'—2=. 
о sea, 
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Resolviéndola, encontramos: 
у 
+g ln 52491 ==4C. 


Como z=2=-+ y, obtenemos la solución definitiva de la ecuación inicial 
en la forma: 


2 r++ Im110545y+9]==+0 


10у —5z 4-7 ln |1024 5y +9 |= Cy, 
es decir, en la forma de una función implícita y de z. 


$ 7. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 


Difinición. La ecuación que es lineal respecto a la función des- 
conocida y su derivada, se llama ecuación lineal de primer orden, La 
ecuación tiene la forma: 


ру 00), a 


donde Р (z) y Q (z) son funciones continuas dadas de z (о constantes). 
Resolución de la ecuación lineal (1). Busquemos la solución 
de la ecuación (1) en la forma de un producto de dos funciones de z: 


y = и (z) v (2). (2) 


Se puede tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra 
se determinará entonces según la ecuación (1). 
Derivando los dos miembros de la igualdad (2) encontramos: 


dy dv du 
a” u Ж + v 

Poniendo la expresión obtenida de la dervada “Y en la ecua- 
ción (1), tenemos: 


ey o + Puv=Q 


di du 
u (j + Pv) + =0. B 
Elijamos la función v de tal manera que 


+ Pv=0. O 
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Separando las variables en esta ecuación diferencial respecto a la 
función v, encontramos: 


— = — Pdr. 
v 


Integrando, obtenemos: 
—InC,+Inv=— | Рат 
-| Pax 
v=C,e $ 
Puesto que es suficiente tener una solución cualquiera, distinta 
de cero, de la ecuación (4), tomemos por la función v (z): 
z= e P4, (5) 


donde | Р dz es una función primitiva cualquiera, Es evidente que 
v(z) 5 0. Sustituyendo el valor encontrado de v(x) en la ecua- 


ción (3), obtenemos (teniendo en cuenta que % + po=0 


2) = 008), 
o sea, 
de 06) 
dz v(a)” 
de donde: 
LO ъс 
v(z) 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2) obtenemos en 


definitiva: 
v=» | 00) a+c], 
v(x) 
о 
v=o | 20 ась. © 
v(a) 


Observación: Es evidente que la expresión (6) no variará, si, 
en lugar de la función v (т) determinada por la ecuación (5), tomamos 


alguna otra función v; (z) = Cv (z). En efecto, sustituyendo en (6) 
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о (z) рог v, (z), obtenemos: 


с 00 С, 
Ci — dx + СС A 
v(z) f 209 + CCu (2) 
En el primer término se elimina С, en el segundo término el 


producto СС es una constante arbitraria la que designemos por С 
y regresamos de nuevo a la expresión (6). Si designamos: 


( ta 
v(a) 
la expresión (6) toma la forma 

y = v (z) q (2) + Cv (2). (6) 
Es evidente que (6) es la integral general, puesto que se puede 
elegir C de tal modo que se satisfaga la condición inicial y = Yo 


рага = = Zo. 
El valor de С se determina de la ecuación: 


Yo = v (zo) P (zo) + Cv (zo). 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 


y 


4 2 
ETA 
Solución. Hagamos: 


Entonces: 


КГА 
аг 


Introduciondo la expresión Y en la ecuación inicial, tenemos: 


dv 
“ar ar" + 
do 2 
Ы + m 
Para determinar v, obtenemos la ecuación: 
O „6, 
э" 
es decir, 
dv _ 2dr 
v z+’ 
de donde: 


Inv=21n (+1), 
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о sea 
2=(241)2. 


Introduciendo la expresión de la función v en la ecuación (7) obtenemos 
la ecuación para determinar u, 


e+ f= (+° 


dı 

u 

= (e+, 
de donde: 
u EE с, 
Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada tendrá la forma: 
y 
и сы. 


La familia obtenida es la solución general. Cualquiera que sca la condi- 
ción inicial (zo, yo), donde zo + —1, siempre se puede elegir С de tal manera 
ue la solución particular correspondiente satisfaga la condición inicial dada. 
Bor ejemplo, la solución particular que ce læ condición yo = 3 рага 
zo = 0 se encuentra del modo siguiente: 


з 0° e+: c=5. 
Por tanto, la solución particular buscada es: 


E 


Sin embargo, si se toma la condición inicial (те, yo) de modo tal que ху = 
= — 1, entonces no será posible encontrar una solución particular que satis- 
faga esta condición. Esto se explica por el hecho de que la función P (2) = 

2 


es discontinua en el punto zọ = — 1 y, por tanto, no se cumplen 
iones del teorema de la existencia de la solución. 


ZE 
las con 


$ 8. ECUACION DE BERNOULLI 
Estudiemos una ecuación de la forma*) 
dı 
@ЕР@у=0(@у', o 
donde P (z) y Q (z) son funciones continuas de т (o constantes), 


у, п 5 0, n > 1 (еп el caso contrario resulta una ecuación lineal). 


*) Esta ecuación se reduce del problema sobre el movimiento de un cuerpo, 
si la resistencia F del medio depende de la velocidad: 4 


dv А 
= Awha, б 924 


La ecuación del movimiento зета т 
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Esta ecuación, llamada de Bernoulli, se reduce a una ecuación 
lineal mediante la siguiente transformación: 
Dividiendo todos los términos de la ecuación por y”, obtenemos: 


oe. @ 
Efectuemos ahora la sustitución: 
s=, 
Entonces, 
dz =n dy 
a= ("+05 "grr 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2), obtenemos una 
ecuación lineal: 


а (n+ P= (n +00. 


Al encontrar su integral general, y sustituyendo z por su expre- 
sión y”"*!, obtenemos la integral general de la ecuación de Ber- 
noulli. 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 
4 
Ду = a, (3) 


Solución. Dividiendo todos los términos por y3, tenemos: 
E 23, á) 
Introduzcamos una nueva función: 
з= 


entonces, 


Sustituyendo este valor en la ecuación (4), obtenomos la ecuación Lineal: 
4: 
Fm 29, (5) 


Hallemos ahora su integral general: 


Sustituyendo las expresiones de z y E en la ecuación (5), obtenemos: 


y v—2ruv = —213 
ó 
4 du 
u (2-2) +» =—®®. 
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Igualemos a cero la expresión entre paréntesis: 


2 20; Lon de; 


dz 
aa. 


Inv=x*% v=. 


Para determinar u obtengamos la ecuación: 


Separemos las variables: 
du=—2ez3dr, u=—2 | e7 z3dz+C. 

Integrando por partes, encontramos: 
ute ре БС sawa 14 E 


Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada es: 


уалар Се, оза: y= tl. 
Vaji+cor 

Observación. Análogamente a lo que hemos hecho en el caso 
de las ecuaciones lineales se puede demostrar que es posible buscar 
la solución de la ecuación de Bernoulli en la forma de producto de 
dos funciones: 

y = u (3) v (2), 

donde v (z) es una función arbitraria distinta de cero, que satisface 
la ecuación v + Pv = 0. 


$ 9. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 
Definición. La ecuación 
М (z, y dz + N (z, y) dy = 0, (1) 


se llama ecuación en diferenciales totales, si М (т, y) у М (х, y) son 
ra continuas y derivables para las que se cumple la corre- 
ación: 


r еч. (2) 
siendo 2м y ы continuas en un cierto dominio. 


Integración de las ecuaciones en diferenciales totales. Demos- 
tremos que si el primer miembro de la ecuación (1) es una diferen 
cial total, se cumple la condición (2), y, viceversa, si se cumple la 
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condición (2), entonces el primer miembro de la ecuación (1) es la 
diferencial total de cierta función и (т, y), es decir, la ecuación (1) 
tiene la forma: 

аи (х, y = 0 (3) 


у, рог tanto, su integral general es и (z, y) = С. 
Supongamos, primeramente, que el primer miembro de la ecua- 
ción (1) sea diferencial total de cierta función u (т, y), es decir, 


Mz, yde N (z, ya=da=Lar+ Е 
entonces: 
du ди 
M= + = 9" (4) 


Derivando Ја primera relación respecto а y, у Ја segunda, respec- 
to а т, tenemos: 


әм д. N du 
ду дтду' дт дуд’ 
Suponiendo que las segundas derivadas son continuas, tenemos: 
әм _ ON 
ду dx ' 


es decir, la igualdad (2) es condición necesaria para que el primer 
miembro de la ecuación (1) sea diferencial total de cierta función 
и (х, у). Mostremos que esta condición será también suficiente, 
es decir, si se cumple la igualdad (2), el primer miembro de la ecua- 
ción (1) es diferencial total de cierta función и (z, y). 

De la relación 


ди 
ME Y 
hallamos que: 
x 
= | M (z, yaz+ o0), 
xo 
donde zo es la abscisa de un punto arbitrario en el dominio de exis- 
tencia de la solución. 
Integrando respecto a т, supongamos y constante. Por eso, la 


constante arbitraria de integración puede depender de y. Eligamos 
la función q (y) de tal modo que se cumpla la segunda de las corre- 
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laciones (4). Para esto derivemos*) ambos miembros de la última 
igualdad respecto a y e igualamos el resultado a N (т, y): 


z 


du aM 
а | a+ y (0 = М (=, Y; 
ду ду 
әм _ ôN i 
Pero, como "йш Td se puede escribir: 


| 2 нуш, es decir, N(z, ШЕ, 900 =, 0), 


xo 


6 

N (z, y) — N (zo, y) + o (0) = N (z, y). 
Por tanto, 
И Ф (0) = М (жоу), 


y 
Ф = ÍN (zo y)dy +C. 
Yo 
Así pues, la función и (т, y) tomará la forma: 
z |3 
u= ÎÛ M (z, у) dz + Û N (zo, y) dy 4С. 
xo Yo 
Aquí, Р (zo, yo) es un punto en cuya vecindad existe la solución 
de la ecuación diferencial (1). 


Igualando esta expresión a una constante arbitraria C, obtene- 
mos la integral general de la ecuación (1): 


* Y 
$ M (z, dz + ÍN (zo Y dy=C. (5) 
Ejemplo. Sea la ecuación 
2 dz -+ © dy=0. 


*) La integral Í M (z, y) dz depende de y. Para hallar la derivada де 


esta integral respecto a y, es preciso derivar respecto a y el integrando: 
A x 
ә әм 
ўме уа { a. 
5 ÉS 
Ello se deduce del teorema de Leibniz sobre la derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro. (Véase $ 10, cap. XI, tomo 1) 


32 Ecuaciones diferenciales 


Averigiiemos si esta ecuación está dada і і 
Р lada еп diferenciales totales, 


2r 322 
tA =, 


entonces, 


ду ra дт уб 
Para y £0 se cumple la condición (2). Por tanto, el primer miembi 
de la ecuación dada es la diferencial. total do cierta’ funció пада 
иба, y). Hallamos esta función. катыны 
Puesto que =, resulta: 
е А 
и) Зане = O) 


donde q (y) es una función de y, que es preciso determinar. 
Derivando respecto a y esta relación y tomando en cuenta que 


hallamos: 


Por consiguiente, 
1 
+ 
Así, la integral general de la ecuación inicial es: 


A =+, 


т? 1 
5-7=с 


$ 10. FACTOR INTEGRANTE 


Suponemos que el primer miembro de la ecuación 
М (z, у) dz + N (z, y dy =0 (1) 

no es una diferencial total, Se logra a veces elegir una función 
р (z, y) tal que, si multiplicamos todos los términos de la ecuación 
por esta función, el primer miembro se convierte en una diferencial 
total. La solución general de la ecuación así obtenida coincide con 
la solución general de la ecuación inicial; la función p (=, y) se Пата 
factor integrante de la ecuación (1). 

Para hallar un factor integrante р procedemos del modo siguien- 
te: multipliquemos los dos miembros de la ecuación dada por el 
factor integrante р, por ahora desconocido: 


pM dz + uN dy = 0. 
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Para que la última ecuación esté dada en diferenciales totales 
es necesario y suficiente que se cumpla la relación 


IM) _ 0 (uN) 
ду ôr ' 
es decir, 
ом уды уды. 
ду ду дт дт 
о sea 


ду dx az ду 


Al dividir por p los dos miembros de la última ecuación, obtenemos: 


minu _y nn 2N дм. @) 
ду Qaz Óx ду 

Es evidente que toda función p (т, y) que satisface la última 
ecuación es un factor integrante de la ecuación (1). 

La ecuación (2) es una ecuación en derivadas parciales con una 
función desconocida p, dependiente de dos variables х e y. Se puede 
demostrar que en ciertas condiciones la ecuación posee una infinidad 
de soluciones y, por tanto, la ecuación (1) tiene el factor integrante. 
Pero en el caso general el problema de la búsqueda de p (z, y) de 
la ecuación (2) es más difícil que el de integrar la ecuación (1). Sólo 
en algunos casos particulares se logra determinar la función y (т, y). 

Supongamos, por ejemplo, que la ecuación (1) admita un factor 
integrante que depende sólo de y. Entonces, 

0lnp 0, 
дг 


y рага hallar и obtenemos una ecuación diferencial ordinaria: 


д\пн 
ду 


de la que se determina (por medio de una cuadratura) Inu у, por 
tanto, el propio p. Es evidente, que de esta manera se puede pro- 
ôN ôM 


ceder sólo cuando la expresión а= ду 


no depende de л. 
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aN ôM 
ar a 

N 
sino exclusivamente de z, es fácil hallar el factor integrante que 
depende solamente de z. 

Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 

(y+=y2) dz—zx dy=0. 
Solución. Aquí: M=y+=2y% N = —z; 
Y =14+ 22y; әм М. + en ` 
Por consiguiente, el primer miembro de la ecuación no es diferencial 


total. Examinemos si esta ecuación admite un factor integrante que depende 
sólo do y. Notemos que 


Análogamente, si la expresión no depende de y, 


_ әм 
дх — ду 


Эху 


y+ zy 


concluimos que la ecuación lo admite. Encontremos ahora este factor 
integrante: 


de donde: 


Inp=-—2Iny, es decir n=- х 


Después de multiplicar todos los términos de la ecuación dada por el 
factor integrante determinado p obtenemos la ecuación E +=) az- 5 dy=0 
aM aN 1 


en diferenciales totales ( 
su integral general: 


) - Kesolviéndola, encontramos 


=. 18 
$+ te=, 
o 
ж: ЧИ 
v TIO ° 


$ 11. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS 
Sea dada una ecuación de la forma 
Ф (2, у, С) = 0, (1) 


donde т e y son las coordenadas variables de Descartes y С, un 
parámetro que pueda tomar diferentes valores fijados. 
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Para cada valor dado del parámetro С la ecuación (1) determina 
cierta curva en el plano Оту. Dando a С todos los valores posibles 
obtenemos una familia de curvas que dependen de un solo pará- 
metro, o, como suele decirse, una familia de curvas monoparamétrica. 
Así, la ecuación (1) es la ecuación de una familia de curvas mono- 
paramétrica (puesto que contiene una sola constante arbitraria). 


Definición. La línea L se llama envolvente de una familia de curvas 
monoparamétrica, si en cada uno de sus puntos toca una и otra 


y 


0 x 
Fig. 250 


curva de la familia, y también, diferentes curvas de la familia 
dada tocan la linea L en distintos puntos (fig. 250). 
Ejemplo 1. Examinemos la familia de curvas 
(094 02 = RP, 
donde R es una constante, y C, un parámetro. 
Es la ecuación de una familia de circunferencias de radio А -y centros en 


el eje Oz. Es evidente que esta familia admito como envolventes las rectas 
у= Н, у= —Н (fig. 251). 


Fig. 251 


Búsqueda de la ecuación de la envolvente de una familia dada. 
Sea la familia de curvas 


Ф (z, у, С) = 0, (1) 
que dependen de un parámetro C. 
з» 
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Supongamos que esta familia tenga una envolvente cuya ecuación 
se puede escribir en la forma у = q (z), donde q (z) es una función 
continua y derivable de z. Examinemos un punto М (=, y) que se 
halla en la envolvente. Este punto pertenece, también, a cierta 
curva de la familia (1). A esta curva corresponde un valor deter- 
minado del parámetro С, este valor para dadas (т, y) se define 
de la ecuación (1) C = С (=, y). Por tanto, para todos los puntos 
de la envolvente se verifica la igualdad 


Ф (z, y, C (z, y) = 0. (2) 

Supongamos que C (z, y) sea función derivable, no constante 
en ningún intervalo de los valores estudiados de x, y. Partiendo de 
la ecuación (2) de la envolvente, encontremos el coeficiente angular 


de la tangente a la envolvente en el punto М (т, y). Derivemos la 
ecuación (2) respecto а =, considerando y como función de z: 


ә ә әс Гаф © X )y 


az +С dx 


040 +0 [& + £ y]=o. ð 


Luego, el coeficiente angular de la tangente a la curva de la 
familia (1) en el punto M (z, y) se deduce de la ecuación: 
O: +O =0 0 


(en la curva dada C es constante). 

Supongamos que Ф, 0; en caso contrario consideremos = 
como la función e y, como el argumento. Puesto que el coeficiente 
angular k de la envolvente es igual al de la curva de la familia, 
de las ecuaciones (3) y (4) se deduce: 


ôC , дс 
Ф [= = ¡| 0. 
с Б ТГ ay” 


Pero como С (=, y) + const en la envolvente, entonces: 
e, 
LE yA0, 
бх t ду йт 


рог lo que para sus puntos es válida la igualdad: 
De (т, y, С) =0. (5) 
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Así, para determinar la envolvente sirven las dos ecuaciones 
siguientes: 

® (z, у, C)=0, 

Dé (х, y, С) =0. © 

Si, eliminando С de estas ecuaciones, obtenemos у = q (z), donde 


Ф (х) ез una función derivable, siendo С + const en esta curva, 
atonoa y = Ф (2) es la ecuación de la envolvente. 


Observación 1. Si una función у = q (z) es la ecuación 
del lugar geométrico de puntos singulares de la familia (1), es decir, 
de los puntos donde Ф; = 0 y Ф, = 0, entonces las coordenadas 
de estos puntos también satisfacen las ecuaciones (6). 

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden 
expresar en función del parámetro С que entra en la ecuación (1): 


z= 1 (C), у= р (С). (7) 


Poniendo estas expresiones en la ecuación (1), obtenemos una 
identidad respecto a С. 


DD. (С), p (С), Cl = 0. 
Derivando esta identidad р а С, obtenemos: 


a+ o, de 9—0; 


puesto que para los puntos cualesquiera se cumplen las igualdades 
Ф; = 0, O, = 0, para estos puntos se cumple, también, la ecuación 


Фе = 0. 
ре esta manera hemos demostrado que las coordenadas de los 
puntos singulares satisfacen las ecuaciones (6). 

Así, las ecuaciones (6) definen la envolvente, o bien el lugar 
geométrico de los puntos singulares de la familia (1), o bien la com- 
binación de ambas cosas. Por consiguiente, al obtener una curva 
que satisface las ecuaciones (6), hace falta realizar un estudio con 
el objeto de determinar, si esta curva es envolvente o lugar geomé- 
trico de los puntos singulares. 


Ejemplo 2. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias 
(а — C)+ у — В? = 0, 
que dependen de un solo parámetro С. 
Solución. Derivando la ecuación de la familia respecto a С, tenemos: 
2 (к — Су = 0. 
Eliminando С de estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación: 
—R=06y=+R. 
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido cs 
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tienen puntos singulares). 


Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas: 
zcosa-+ y sena — p = 0 (a) 
donde, а ез un parámetro. 
Solución. Derivando respecto a а la ecuación dada de la familia, tenemos: 
—z sena + y cosa = 0. (b) 


Para eliminar el parámetro æ de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación por cosa y los términos de la segunda, 


Fig. 252 


por sena. Luego restamos la segunda ecuación de la primera. En este caso 
obtenemos: 


z= р cosa. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), hallamos: 
= psen a, 


Elovando al cuadrado los miembros de las dos últimas ecuaciones y sumán- 
dolas miembro a miembro obtenemos: 
24 y= p? 


Es la ecuación de una circunferencia que sirve de envolvente de la fami- 
lia de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas no tienen estos puntos) (fig. 252). 


Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artillería, con velocidad wo bajo diferentes ángulos de 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan 
en el plano Оту (despreciando la resistencia del aire). 


Solución. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo æ en la dirección positiva del eje Ox. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad vo; y otro 
movimiento de caída por acción de la fuerza de gravedad. 
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido ез 
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tienen puntos singulares). 
Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas: 
г cosa + y sen a — p = 0 (a) 
donde, a es un parámetro. 


Solución. Derivando respecto a a la ecuación dada de la familia, tenemos: 


—z sena + y cosa = 0. 


Para eliminar el parámetro а de las ecuaciones (а) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación por cosa y los términos de la segunda, 


Fig. 252 


por sen а. Luego restamos la segunda ecuación de la primera. En este caso 
obtenemos: 


z= p cosa. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (b), hallamos: 
y = p sena. 


Elevando al cuadrado los miembros de las dos úl 
dolas miembro a miembro obtenemos: 


224 yd pi, 


Es la ecuación de una circunferencia que sirve de envolvente do la fami- 
lia de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas no tienon estos puntos) (fig. 252). 


Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artillería, con velocidad го bajo diferentes ángulos de 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias so hallan 
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire). 


imas ecuaciones y sumán- 


Solución. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo a en la dirección positiva del eje Oz. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad vo; y otro 
movimiento de caída por acción de la fuerza de gravedad. 
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Por eso, a cada instante £, la posición del proyectil M (fi 
nida por las ecuaciones: 


. 253) está defi- 


z=vot cosa, 
з 
у=зызепа—Ё=. 


Estas son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria (el parámetro ез е] 
tiempo 1). 


Vot cosa 


Fig. 253 


Eliminando +, obtenemos la ecuación de la trayectoria en la siguiente 


“ә TENS ВЕБ 
0—2 Tf cosa 
e introduciendo las designaciones: tg а= к, yy =a, obtenemos: 


+ 2 
y=kz—az? (1 k2). 
Esta ecuación define una parábola con el 


origen de coordenadas y las ramas dirigidas haci 
res de k obtenemos trayectorias diferentes. La ecuación (в), por consiguiente, 


0 
Fig. 254 


es la ecuación de una familia monoparamétrica de parábolas que son las tra- 
yectorias del proyectil a diferentes ángulos a, con una velocidad inicial dada 
vo (fis 
° 'Hallemos la envolvente de esta familia de parábolas. 

Derivando respecto а k ambos miembros de la ecuación (8), tenemos: 


z—2akz*—0. (9) 
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Eliminando k de las ecuaciones (8) y (9), obtenemos: 


1 
кик түң 
у= —*® 


Es la ecuación de una parábola con el vértice en el punto (0, ) , cuyo 


eje coincide con el Oy. Esta ecuación no es un lugar geométrico de los puntos 


У 


lugar geométrico de los puntos singulares X 
Fig. 255 


singulares (puesto que las parábolas (8) no tiene puntos singulares). Así, la 
parábola 


1 


—azt 


es envolvente para la familia de trayectorias. Se llama parábola de seguridad, 
puesto que ningun punto situado fuera de sus límites puede ser alcanzado 
por un proyectil lanzado de este cañón dado con la velocidad inicial vo. 


Ejemplo 5. Hallar la envolvente de la familia de parábolas semicúbicas 
y9—(2—C)2=0. 


Solución. Derivemos la ecuación dada de la familia respecto al pará- 
metro С: 


2(2—C)=0. 
Eliminando el parámetro C de ambas ecuaciones, obtenemos: 
y=0. 


El eje Oz es un lugar geométrico de los puntos singulares: los de retro- 
ceso de primera especie (fig. 255). En efecto, hallemos los puntos singulares 
lo la curva 


0 (2 С) = 0, 
fijando el valor de С. Derivando respecto а z е y, hallamos: 
Fx=—2(2—C)=0; 
Ру =3y? = 0. 
Resolviendo simultáneamente las tres ecuaciones anteriores, hallamos las 
coordenadas de un punto singular: z = С, ў = 0. Рог tanto, cada curva de 


la familia dada tiene un punto singular en el eje Oz. Si el parámetro C varía 
continuamente, los puntos singulares llenan todo el eje Oz. 
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Ejemplo 6. Hallar la envolvente y el lugar geométrico de los puntos sin- 
gulares de la familia: 


093 (=—0)=0. чо) 


Solución. Derivando respecto а С ambos miembros de la ecuación (10), 
encontramos: 


—2w—0)+4 3—0) =0 


y—C—(z—C}=0. (11) 


Eliminemos ahora el parámetro С de las ecuaciones (10) y (11). Poniendo 
la expresión 
y—=C=(=—C) 


en la ecuación (10), obtenemos: 


OL (00, 


(=—C) [6-03] =0, 


de donde obtenemos dos valores posibles de C a los que corresponden dos 
soluciones del problema. 


Primera solución: Segunda solución: 

p tel; 
por eso, de la ecuación (11) pot eso, de la ecuación (11) 
encontramos: encontramos: 

272 
pod v-t- [e-t], 
ó ó 
=z کید‎ 
y =r- 


Hemos obtenido dos rectas: y=x e =z. La primera de ellas es 


el lugar geométrico de los puntos singulares, la segunda os envolvente 
(fig. 256). 


Observación 2. Hemos demostrado en el $ 7, cap. VI, que las 
normales a una curva son las tangentes a la evoluta de esta curva. 
Por consiguiente, la familia de las normales a una curva dada es 
al mismo tiempo la familia de las tangentes a su evoluta. Así, la 
evoluta de una curva es la envolvente de la familia de las 
normales a esta curva (fig. 257). 
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Fig. 256 Fig. 257 


La observación dada permite utilizar un métoco más para hallar 
la evoluta: para obtener la ecuación de la evolut:: es preciso hallar 
al principio la familia de todas las normales a la curva dada y des- 
pués encontrar la envolvente de esta familia. 


$ 12, SOLUCIONES SINGULARES 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 


Supongamos que la ecuación diferencial 


de Y 4) о W 


tenga Ja integral general 
Ф (z, y, C)=0. (2) 

Supongamos también que la familia de las curvas integrales, 
correspondiente a la ecuación (2), tiene una envolvente. Demostre- 
mos que esta envolvente es también una curva integral de la ecuación 
diferencial (1). + 

En efecto, la envolvente toca en cada uno de sus puntos a cierta 
curva de la familia, es decir, la envolvente tiene en este punto una 
tangente común con la curva. Por consiguiente, en cada punto 
común la envolvente y la curva de la familia tienen valores iguales 
de las magnitudes т, y, y’. 

Pero, para la curva de la familia las magnitudes =, y, у satis- 
facen la ecuación (1). Por tanto, la abscisa, la ordenada y el coefi- 
ciente angular de cada punto de la envolvente satisfacen también 
la misma ecuación lo que significa que la envolvente es una curva 
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integral y que su ecuación es una solución de la ecuación diferencial 
dada. Pero, como la envolvente no es en general una curva de la 
familia, su ecuación no se puede deducir de la integral general (2), 
cualquiera que sea el valor particular de С. La solución de la ecua- 
ción diferencial que no se obtiene de la integral general cualquiera 
que sea el valor de С, y que tiene como gráfica la envolvente de la 
familia de curvas integrales que entran en la solución general, se 
llama solución singular de la ecuación diferencial. 

Suponemos conocida la integral general 

Ф (z, y, C)=0; 
eliminando С de esta ecuación y de la ecuación Ф (z, y, C)=0 
obtenemos la ecuación y (т, y) = 0. Si esta función satisface la 
ecuación diferencial (y no pertenece a la familia (2)), entonces es 
la integral singular. 

Notemos que por todo punto de la curva que represente la solu- 
ción singular pasan por lo menos dos curvas integrales, es decir, 
la unicidad de la solución se perturba en cada punto de una 
solución singular. 

Ejemplo. Hallar la solución singular de la ecuación 


”(И1-+у'%)= R3. () 


Solución. Hallemos su integral general. Resolvamos la ecuación 
respecto a y”: 


De aquí, integrando, encontramos la integral general: 
(=—С)2-у2 = №, 


Es fácil ver que la familia de curvas integrales ез la de circunferencias de 
radio R, con centros en el eje de las abscisas. La envolvente de esta familia 
de curvas está dada por las dos rectas y = + R. 

Las funciones у = + А satisfacen la ecuación diferencial (*), de donde 
se deduce que es la integral singular. 


$ 13; ЕССАСІОМ DE CLAIRAUT 


Examinemos la ecuación 


=a +» (2). 0 


llamada de Clairaut. 
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Esta se integra introduciendo un parámetro auxiliar. Hagamos 
dy 


== р, entonces la ecuación (1) toma la forma: 


de 
у= zp + Ф (р). (1) 
Derivemos todos los términos de la última ecuación respecto 
и dy Я 
а =, teniendo en cuenta que p=, °з una función de z: 


а А 
p=: +p +¥ (DE 


ó 

ууй 

(29 019—0. 
Igualando a сего cada factor, obtenemos: 

dP _ 

== (2) 
y r 

z+ W (р) = 0. (3) 


1) La integración de la igualdad (2) da р = С (С = const.). 
Poniendo este valor de p en la ecuación (1”) encontramos su integral 


general: 
у= 2С + Ф (С), (4) 
que, desde el punto de vista geométrico, representa una familia 
de rectas. 
2) De la ecuación (3) encontremos р como función de 7, y pon- 
gámoslo en la ecuación (4°), entonces obtenemos la función: 

y = ap (2) + ір (a), an) 
la cual es una solución de la ecuación (1), lo que es muy fácil demos- 
trar. 

En efecto, en virtud de la igualdad (3) tenemos: 


dı PPRT.) 
EP + [z+ E=. 

Por eso, introduciendo la función (1”) en la ecuación (1), obtene- 

mos la identidad: 
zp + Ф (р) = zp + y (р). 

La solución (1”) по se puede obtener a partir de la integral gene- 
ral (4), cualquiera que sea el valor de С. Es una solución singular 
y se obtiene eliminando el parámetro p de las ecuaciones 

y=2p +v(), | 
ж==зў(р)=0, 
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o, lo que es igual, eliminando C de las ecuaciones 
у= 2С + Ф (C), 
z+ %(0) =0. 


Por consiguiente, la solución singular de la ecuación de Clairaut 
determina una envolvente de la familia de rectas, dadas por la 
integral general (4). 


9 


Ejemplo: Hallar las integrales general у 
de la ecuación 


singular 


Solución, Sustituyendo 5% por С obtene- 
mos la integral general: 


ас 
VIF Fig. 258 


y=x0+ 


Para obtener la solución singular derivamos la última ecuación 
respecto a С: 
a 


сз ® 


La solución stajali (ecuación de la envolvente) se obtiene en la forma 
paramétrica (donde С es el parámetro): 


z+ 


ETN 
аСз 
y . 
RET 
Eliminando el parámetro C podemos obtener la dependencia directa entre 
z o y. Elevando ambos miembros de cada ecuación a la potenica  , y sumando 
miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, hallamos la solución singular 


en la forma siguiente: 
а» yla, 


Es una astroide. Sin embargo, como envolvente de la familia de rectas 
(y, рог tanto, como solución singular) se presenta no toda la astroide, sino 
sólo su mitad izquierda (puesto que de las ecuaciones paramétricas de la envol- 
vente se deduce que # < 0) (fig. 258). 
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$ 14. ECUACION DE LAGRANGE 
La ecuación de la forma 
y = zq (у) + Y (4), (1) 
donde Фф у їр son funciones conocidas de а, se llama ecuación de 
Lagrange. Esta ecuación es lineal respecto а y y =. La ecuación de 
Clairaut, examinada en el párrafo anterior, es un caso particular 
de la ecuación de Lagrange, cuando ọ (y”) = y”. Lo mismo que еп 


el caso de la ecuación de Clairaut, Ја ecuación de Lagrange se integra 
introduciendo un parámetro auxiliar p. 


Hagamos: 
Y =p; 
entonces, Ja ecuación original toma la forma: 
у = zQ (р) + Ф (р). (15 


Derívando respecto a z, obtenemos: 


= o(p) + (zq (P) + (ЮР, 


р (р) = (р) + ¥ (0) 42. a 


De esta ecuación se puede deducir inmediatamente ciertas solu- 
ciones, a saber: la ecuación se transforma en una identidad para 
todo valor constante p = po, que satisfaga la condición: 


Po — Ф (Ро) = 0. 
En efecto, siendo p constante, la derivada g 


O y ambos 
miembros de la ecuación (1”) se anulan. La solución que corres- 
dy 


ponde a cada valor de p= ру, es decir, de = Po es una función 


lineal de = (puesto que la derivada Y es constante sólo para las 


funciones lineales). Para hallar esta función es suficiente susti- 
tuir en la ecuación (1°) el valor p= po: 


y =z0p(Po) + Ф (Ро). 


Si esta solución no se deduce de la solución general, cualquiera 
que sea el valor de la constante arbitraria, será, por tanto, una solu- 
ción singular. 
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Encontremos, ahora, la solución general. Para esto escribamos 
la ecuación (1”) en la forma: 
de, Фр) 


dp р—ф(р pP—q(p) 
considerando z como función de р. La ecuación obtenida es entonces 
una ecuación diferencial lineal respecto a la función т de р. 
Resolviéndola, encontramos: 
z= ө (р, С). (2) 
Eliminando el parámetro р de'las ecuaciones (1°) y (2), obtenemos 
la integral general de la ecuación (1) en la siguiente forma: 


@ (z, y, C)=0. 
Ejemplo. Sea la ecuación 
a у%. (1) 
Haciendo y' = p, tenemos: 
у = 2р? + po (1) 
Derivando respecto a z, obtenemos: 
Pee. an 


Hallemos las soluciones singulares. Puesto que р = р?, cuando ро = 0 
y Т en calidad de soluciones se presentan las блаа lineales [véa- 
se J 


y = 2-02 + 0%, es decir, y = 


y=z2+1 
Después de encontrar la integral general, veamos, si estas funciones son 
las soluciones particulares о singulares. Para'hallar la integral general escri- 
bamos la ecuación (1°) en la forma: 


considerando z como función de la variablo independiente p. Integrando la 
ecuación lineal (respecto a z) hallamos. 
Me 1) 
PM" | 
Eliminando р de las ecuaciones (1) y (11), obtenemos la integral general: 


y=(C4+VZFD2 
La integral singular de la ecuación original será: 
y=0, 
puesto que esta solución no se deduce de la solución general cualquiera que 
sea el valor de С. 
Sin embargo, la función у = z+ 1 по es una solución singular, sino 
particular, y se deduce de la solución general, poniendo С = 0. 


-1+ 
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$ 15, TRAYECTORIAS ORTOGONALES E ISOGONALES 


Sea una familia de curvas monoparamétrica 
® (z, y, C) = 0. (0 


Las líneas que cortan todas las curvas de la familia dada (1) 
bajo un ángulo constante se llaman trayectorias isogonales. Si este 
ángulo es recto, las trayectorias se llaman ortogonales. 

Trayectorias ortogonales. Hallemos la ecuación de las trayecto- 
rias ortogonales. Escribamos la ecuación diferencial de la familia 
dada de curvas, eliminando С de las ecuaciones: 


Ф (z, y, С) =0 


әр рф 


дт ` ду dz 


0. 


dy _ А 

Sea F (z, Y q) =0 (1) 
una ecuación diferencial. 

Aquí y es un coeficiente angular de la tangente a una curva 


dz 
de la familia en el punto M (z, y). Puesto que la trayectoria orto- 


gonal, que pasa por el punto M (z, y), es perpendicular a la curva 
dyr 


correspondiente de la familia, entonces el coeficiente angular de 


de la tangente a esta curva está ligado con A por la correlación 
(fig. 259) 


(2) 


RIS 


$ 
dur 

de 
Introduciendo esta expresión en la ecuación (1°) y omitiendo el 
índice 7, obtenemos una relación entre las coordenadas de un punto 


arbitrario (т, y) y el coeficiente angular de la trayectoria ortogonal 
en este punto, es decir, la ecuación diferencial de las trayectorias 


ortogonales: 
1 
i4 „— а) =0. (3) 
аг 
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La integral general de esta ecuación 
Ф, (2, y, C)=0 


da la familia de trayectorias ortogonales. 

Las trayectorias ortogonales se encuentran, por ejemplo, cuando 
estudiamos una corriente plana de un líquido. 

Supongamos que la corriente de un líquido en un plano sea tal 
que еп cada punto del plano Оху esté determinado el vector 
v (т, y) de la velocidad del movimiento. Si este vector depende 


Y 


Fig. 259 Fig. 260 


sólo de la posición del punto en el plano y no depende del tiempo, 
entonces este movimiento se llama estacionario, o establecido. 
Examinemos, precisamente, un movimiento semejante. Admitamos, 
además, que existe un potencial de velocidades, es decir, una fun- 
ción и (z, y) tal que las proyecciones del vector v (z, y) sobre los 
ejes de coordenadas и, (=, y) уру (т, у), sean sus derivadas parcia- 
les respecto a теу: 


du ди 
ar Оў "е (4) 
Las curvas de la familia 
u (z, y) = С (5) 
se llaman equipotenciales (es decir, líneas de igual potencial). ` 
Las curvas cuyas tangentes en cada punto coinciden en dirección 
con el vector v (z, y), se llaman líneas de corriente y representan 
las trayectorias de los puntos móviles. 
Demostremos que las líneas de corriente son trayectorias ortogo- 
nales de la familia de líneas equipotenciales (fig. 260). 
4—538 
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Sea ф el ángulo formado рог el vector de velocidad v con el eje 
Ох. En virtud de la correlación. (4) tenemos: 


ôu (z, y) MY 
дт =| | ду =| 


de aquí hallamos el coeficiente angular de la tangente a la línea 
de corriente 


v |sen q; 


Qu(z, y) 
ду 
шф=-———_—. б) 
ди (2, y) ( 
дт 
Derivando la relación (5) respecto а z, obtenemos el coeficiente 
angular de la tangente a la lines equipotencial: 


du, диду _ 
qa 
de donde: 
ди 
dy дх 
da. — а’ (7) 
ду 


Por consiguiente, el coeficiente angular de la tangente a la línea 
equipotencial es inverso, en magnitud y signo, al coeficiente angular 
de la tangente a la línea de corriente, de donde se deduce que las 
líneas equipotenciales y las de corriente son mutuamente ortogo- 
nales. 

Si se trata de un campo eléctrico o magnético, las trayectorias 
ortogonales de la familia de líneas equipotenciales son las líneas de 
fuerza del campo correspondiente. 


Ejemplo 1. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 


у = Са. 
Solución. Escribamos la ecuación Г ынаан de la familia: 
y = 2С=. 
Eliminando С, obtenemos; 
y _2 
yo 


Sustituyendo y! por, obtenemos la ecuación diferencial de la 
familia de trayectorias ortogonales: 
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ы 
тах 
ےهر‎ 
Su integral general es: 
di 
HA 


Por consiguiente, las trayectorias ortogonales de la familia dada de pará- 
bolas forma una familia de elipses con semiejes а = 2C, y Б = C VZ (fig. 261). 


Fig. 261 


Trayectorias isogonales. Supongamos que las trayectorias corten 
las curvas de una familia dada bajo el ángulo а, siendo tg a = k. 
El coeficiente angular Lp (fig. 262) de la tangente a la 


curva de la familia, y el coeficiente angular Mery de la 


tangente a la trayectoria isogonal están ligados mediante la correlación: 


tgy— tga 


tg 9 = tg (y — a) = 
29= tg (þ — a) REPETE 


4e 
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es decir, 
dyr _ 
dz 


ES (2) 
dyr 

кейт 4 
ET 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (1°) y quitando el 
índice Т, obtenemos la ecuación diferencial de las trayectorias 


isogonales. 
9 


Fig. 262 


Ejemplo 2. Hallar las trayectorias isogonales de la familia de rectas: 
у= Cz, (8) 
que cortan las líneas de la familia dada bajo el ángulo a, siendo tga = k. 
Solución. Escribamos la ecuación diferencial de la familia de rectas. 
Dorivando la ecuación (8) respecto a z, hallemos: 
dy 


== =С. 


dz 

Por otra parte, de la misma ecuación se deduce: 
C=} 
z. 


Por consiguiente, la ecuación diferencial de la familia dada tiene la 
forma: 


de. Y 
drr 


Utilizando la relación (2°) obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales: 


De donde, quitando el índice 7, encontramos: 


y 
a КЕ 


dz 


12 
т 
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Integrando esta ecuación homogénea obtenemos la integral general; 
In YA FA arctg L4 nC, (9) 


que determina la familia de las trayectorias isogonales. Para aclarar 
cuáles son las curvas de esta familia, pasemos a coordenadas polares: 


L=89 VF =p. 


Fig. 268 


Introduciendo estas expresiones en la igualdad (9), obtenemos: 


mp=9+InC 


СЗ 
р= Сек. 


Por consiguiente, la familia de las trayectorias isogonales está compuesta 
por espirales logarítmicas (fig. 263). 


$ 16. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE ORDENES SUPERIORES (GENERALIDADES) 


Como hemos indicado más arriba (véase $ 2), se puede escribir 
simbólicamente una ecuación diferencial de n-ésimo orden en la forma: 


Fraud f a 07) 0, (1) 
o, si se puede resolverla respecto a la n-ésima derivada, 
PWI E e КЕТ (1) 
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En el capitulo presente estudiamos sólo las ecuaciones de órdenes 
superiores, que se resuelven respecto a la derivada del orden más 
alto. Para estas ecuaciones tiene lugar el teorema de existencia 
y unicidad de la solución, análogo al teorema correspondiente sobre 
la solución de las ecuaciones de primer orden. 

Teorema. Si en la ecuación 


Pi V, ea И?) 
la función f(x, Y, у. ... y"-9) y sus derivadas parciales respecto 
а los argumentos Y, у',. y"—1) son continuas en un cierto dominio 
que contiene los valores х= хо, у = Yo, у = уу... YD = 


= (1—0), existe solamente la solución única y = y (т) de la ecuación 
que satisface las condiciones: 


Ух=хе == Yor 
ехо == Yo (0) 
иса, 


Estas condiciones se llaman iniciales. En la presente obra no se 
demuestra este teorema. 

Si analizamos una ecuación de segundo orden у" = f (z, у, Y), 
las condiciones iniciales de la solución рага т = хо serán: 

у=» у= 

donde ду, Yo, Y, son números dados. El significado geométrico 
de estas condiciones es el siguiente: por el punto dado de un plano 
(хо, Yo) раза una sola curva cuya tangente del ángulo de 
inclinación de la línea tangente es у,. De aquí se deduce, además, 
que si damos diferentes valores a y,, conservando constantes Zo е yo, 
obtenemos una infinidad de curvas integrales con diferentes ángulos 
de inclinación que pasan por el punto dado. 


Introduzcamos, ahora, la noción de solución general de una 
ecuación de n-ésimo orden. 


Definición. Se llama solución general de una ecuación diferencial 
de n-ésimo orden una función 


у= Ф (=, Cs, Cos <. <, Cr), 


que depende de n constantes arbitrarias Сү, C2, ..., С, de tal 
modo que: 

a) satisfaga la ecuación cualesquiera que sean los valores de las 
constantes Ci, Cz, ... Cp; 
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b) para las condiciones iniciales dadas: 


Ух» = Yo 
К» = Yo 
= 


se puede elegir las constantes Сү, C2..., Cn así que la función y = 
= @ (х, Са, Cz, ..., Cn) satisfaga estas condiciones (suponiendo 
que los valores iniciales Zo, Yo, у, - . -» y pertenezcan al 
dominio de existencia de la solución). 

Una correlación de la forma Ф (z, у, Cı, Ca, ..., Cn) = 0, 
que define la solución general de manera implícita se Шата integral 
general de la ecuación diferencial. 

Toda función que se obtiene de la solución general para valores 
concretos de las constantes Сү, Cz, ..., Cn, se llama solución 
particular, La gráfica de una solución particular se llama curva 
integral de la ecuación diferencial dada. 

Resolver (integrar) una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
significa: 

1) hallar su solución general (si no se han dado las condiciones 
iniciales), o: 

2) hallar tal solución particular de la ecuación que satisfaga 
las condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 

En los párrafos siguientes veremos los métodos de resolver 
distintas ecuaciones de n-ésimo orden. 


$ 17. ECUACION DE LA FORMA yl” =f (x) 
La ecuación de la forma 
y=), a) 


es la más simple de n-ésimo orden. 

Hallemos su integral general. 

Integrando ambos miembros de la ecuación respecto a z, y toman- 
do en consideración que y” = (y"-9), obtenemos: 


Yo =j iod, 


donde zo es un valor arbitrario de z, y Cy es una constante de inte- 
gración. 
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Integrando una vez más tenemos: 
з= і б $ (2) de) dz + С, (z — zo) + Co. 
Procediendo de esta mantra, obtendremos рог fin, después de n 


integraciones, la expresión de la integral general: 
noz 


Cala =)" 
=|... [nas A + 
(E 
+С. @—2 4 ses Cae 


Para hallar la solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: 
Ше з 5 A 


Ухх = 
es suficiente hacer: 


Cn = Yo, Cn = Yo, +.» C= yo 
Ejemplo 1. Hallar la integral general de la ecuación 
y” = sen (kz) 


y la solución particular que satisfaga las condiciones iniciales: 


Uomo = 0—1. 
Solución: 


z 
v= son hdr E, 
0 


y= -Í (=) 4+ | Cıde+Ca 


у= E SEOs 


Esta es la integral general. Para hallar la solución particular que satis- 
face las condiciones i iniciales dadas es suficiente determinar los valores co- 
rrespondientes de С, y Сз. 

De la condición yso = 0 hallamos Gs =0. 


De la condición yx=0 = 1 hallamos C, = 1. 
Así, la solución particular buscada cho 18 forma: 


+2 ($+). 


_ _ Senkz 
aS. 
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Ecuaciones diferenciales de este género se encuentran en la teoría de la 
flexión de vigas. 


Eiemplo 2. Examinemos una viga prismática elástica sometida a la fle- 
xión por acción de fuerzas externas, tanto repartidas continuamente (peso, 
carga) como, concentradas. Dirijamos el eje Oz horizontalmente, a үкен 
a б de la viga todavía no deformada y el eje Oy verticalmente hacia abajo 

ig. Б 

Toda fuerza aplicada a la viga (por ejemplo, la carga, reacción de los 
apoyos) tiene un momento respecto a cualquier sección transversal de la 
viga; este momento es igual al producto de la fuerza, por la distancia entre 
la sección dada y el punto de aplicación de la fuerza. La suma М (т) de los 
momentos de todas las fuerzas aplicadas por un mismo lado de la sección de 


Fig. 264 


abscisa z, se Пата momento de flexión de la viga respecto a la sección dada. 
En el curso de «Resistencia de materiales» se demuestra que el momento do 
flexión de una viga es igual a: 22, donde, E es el módulo de elasticidad, quo 
depende de material; J es el momento de inercia del área de la sección trans- 
versal de la viga respecto al eje horizontal que or el centro de gravedad 
de esta sección; Л es el radio de curvatura del eje de la viga encorvada, que 
so expresa mediante la fórmula ($ 6, cap. VI): 


rn 


Así, la ecuación diferencial del eje de la viga encorvada tieno la forma: 
^ M (2) 
ү игин + ч} ` (2) 
(146079)? ЕЈ a 
Si admitimos que las doformaciones son pequeñas y los ángulos entre las tan- 
entes al eje de la viga encorvada у el eje От son bastante pequeños, podemos 
lespreciar la magnitud y'* que es el cuadrado de y”, y considerar: 
1 


R=. 
La ecuación diferencial de la viga encorvada tomará entonces la forma: 
M (z) К 
,ےر‎ e) 


que es una ecuación de la forma (1). 


Ejemplo 3. Una viga está encastrada por su extremo O y sometida a la 
acción de una fuerza vertical concentrada P, aplicada al extremo libre £, a 
una distancia 1 del punto de fijación (fig. 264). Despreciemos el peso de 
la viga. Ш 
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Examinemos la sección en el punto N (z). El momento de flexión res- 
pecto a la sección N ser 
М (2) = (1—2) Р. 
La ecuación diferencial (2') tomará la forma: 


Las condiciones iniciales son: cuando 2—0, la flexión y es igual a coro 
la tangente al eje de la viga encorvada coincide con el eje Oz, es 
ecir: 


Ухо =0, 0-00. 
Integrando la ecuación encontramos: 
А 
кый E; a), 
и -{ t-a) у (6): 
р z3 
иву (m3). 6) 
De la fórmula (3) se determina, en particular, la flexión h en el ex- 
tremo L de la vig 
ау a A 
=1 "JET: 


$ 18. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN QUE SE REDUCEN A ECUACIONES 
DE PRIMER ORDEN 


1. La ecuación de la forma 
e (z а) a) 


no contiene explícitamente la función desconocida y. 


Solución. Designemos por p la derivada Y, es decir, haga- 


mos: =p. 
Entonces, 
Фу фр 
dé а 


Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación (1) 
obtenemos una ecuación de primer orden 


=t, p) 
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donde р es la función desconocida de z. Al integrar esta ecuación, 
encontramos su solución general: 


р=р(т, Су), 
y, luego, de la correlación Y =p obtenemos la integral general 
de la ecuación (1): 
у= фр (т, С) dz + Ca. 


Ejemplo 4. Examinemos la ecuación diferencial de una catenaria 
(véase $ 1). 


Hagamos: 


Entonces, 


y obtenemos una ecuación diferencial de primer orden respecto a la función 
Auxiliar p de z: 


ар Ут р?. 


Separando las variables, tenemos: 
dp _ dr 
Vi а 
de donde: 
In (p+ VIFF) = 2-С, 


1 (ет), 


р= 


Рего, сошо p=% esta última correlación es una ecuación diferencial 


respecto a la función desconocida y. Integrándola, obtenemos la ecuación 
de la catenaria (véase $ 1): 


у= (се се) +бь 


Encontremos la solución particular que satisface las siguientes condi- 
ciones iniciales: 


Vx=0 =, 


72-0 
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La primera condición da C¿=0; la segunda, €, =0. 
finitiva tenemos: 
z 
a 
в). 
Observación. De modo análogo se puede integrar la ecuación 
т = у(х, YO), 
Poniendo у"—) =p, obtenemos una ecuación de primer orden 
para determinar p: 


“р __ 
&=1!(® Р). 
Determinando p en función de z, se deduce y de la correlación 
y~!) = р (véase $ 47). 
II. La ecuación de la forma 


a-l a 


no contiene explícitamente la variable independiente x. Para resol- 
verla hagamos de nuevo: 
dy а 
dP: (3) 


pero, ahora consideremos p como función de y (y no de z, como antes). 
Entonces: 


dy 


Poniendo en la ecuación (2) las expresiones ESPA СА obtene- 


mos una ecuación de ке orden respecto a la función auxiliar р: 


Ф = f, р). (4) 
Integrándola, hallamos p en función de y y de una constante 
arbitraria C}: 
р = р (v, Ci). 
Introduciendo este valor en la correlación (3), obtenemos una 
ecuación diferencial de primer orden para la función y de z: 


Шр. С). 
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Separando variables, tenemos: 
Е ЛЕНЕТ 
p(y, С) 
Integrando esta ecuación, obtenemos la integral general de la 
ecuación original: 
Ф (z, y, Cs, Сз) = 0. 


Ejemplo 2. Hallar la integral general de la ecuación 
5 


3и =y 3. 


Solución, Hagamos م‎ considerando p como función de y. Entonces, 


=p 2È y, por tanto, obtenemos una ecuación de primer orden para la 


función auxiliar p: 
5 
РР S 
er >. 


Integrando esta ecuación, hallamos: 


pay? 67 реж И ب‎ 
Pero p= ; por consiguiente, para determinar y obtenemos la ecua- 
ción: 


de donde: 


Para calcular la última integral hagamos la sustitución: 
Cy —1 =з, 
Entonces: 


1 
y= (+) * 


Y 


dy=3t (аф) Еа а. 
1 
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Por consiguiente, 
ау __ 1 23241) 
ый: П 


уат 


3 (3 
a= ) н) = 
238 
сі 


V CTA (Сц! +2). 
En Ја forma definitiva tenemos: 
усу се 
Са tgr V Сайа —1 (Су-12). 
1 
Ejemplo 3. Supongamos que un punto se mueve a Jo largo del eje Ос 
bajo la Acción de una fuerza dependiente sólo de la posición del punto. 
La ecuación diferencial del movimiento será: 


die 
mar O) 


Sea == zo, а <p para 1=0. 


AI multiplicar ambos miembros de la ecuación por A dt o integrando 


entre los límites de 0 a £, obtenemos: 
x 


E аа-аа 


ra] Ei 
à 


El primer término de la última ecuación representa la energía cinética y el 
segundo, la energía potencial del punto móvil. De la ecuación obtenida зе 
deduce que la suma de las energías cinética y 
potencial permanece constante durante todo el 
tiempo de. movimiento. 

Problema de péndulo matemático. Suponga- 
mos que un punto material de masa т se muevo 
bajo la acción de la fuerza de gravedad por una 
circunferencia L que se halla en un plano verti- 
cal. Hallemos la ecuación del movimiento del punto 
reciando las fuerzas de resistencia (frota- 
miento, resistencia del aire, ete.). 

Ubiquemos el origen de coorde en el 
punto inferior de la circunferencia, dirigiendo el 
eje Oz a lo largo de la tangente а esta circun- 
ferencia (fig. 265). 

Designemos por 1 el radio de la circunferen- 
cia y por s, la longitud del arco a partir del 
origen O hasta el punto variable M donde se 
halla la masa m; al mismo tiempo tomemos la 
longitud mencionada con el signo correspondiente 
(в > 0, si M se encuentra a la derecha del ori- 
Fig. 265 gen 0; s < 0, зї М se encuentra a la izquierda 
е! 0). 

El problema en consideración consiste en establecer la dependencia 
entre з y el tiempo t. 
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Descompongamos la fuerza de gravedad mg en dos componentes; tangencial 
y normal. La primera, que es igual a — mg sen q, causa el movimiento, la 
Segunda so elimina por la reacción de la curva descrita durante el movimiento 
d masa т. 
° Ам, la ecuación de movimiento tiene la forma: 


2 
e mgoono. 


m 
de 


Puesto que para la circunferencia el ángulo +; obtenemos la ecuación: 


4з _ ғ 
a 

Es una ecuación diferencial del tipo П (por no contener explícitamente 
la variable independiente 1). 

Integrándola de la manera correspondiente tenemos: 


de ёч _4р 
а=” Wh’ 


Por consiguiente, 


dp A 
Рр = es 
o bien, 
pdp=—gsen 4 ds, 
de donde: 


p2=2gl соз +O. 
Designemos mediante sy la longitud máxima del arco descrito por el 
punto, M. Cuando з= ғ), la velocidad del punto es igual а cero: 


de 
й lag Р =0. 
Esto permite determinar Су: 


0= 261 cos 2®--С\, 
de donde 

C¡=—2gl cos 2 А 
Por tanto, 

ds ү? 
"= (5) = 21 (cos -—оо >. 

o, aplicando a la última expresión la fórmula que determina la diferencia 
de cosenos: 


de y2_ ss. s—s 
(ж) A часы"; (5) 
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o bien *): 
а _ ETP 
=2 Y sen 500. sen 2775. (6) 
Esta es una ecuación con variables separables. Separándolas, obtenemos: 


ds 


—p m Vi dt. (7) 
Y sen 1+5 sen + 


Supongamos por ahora que з + sy, entonces el denominador de la frac- 
ción es distinto de cero. Si suponemos que #0 para t=0, de la igualdad (7) 
obtenemos; 


. 
$ —— == уй. (8) 
} Га r O 
sen —— sen 21 
Esta igualdad expresa la dependencia entre 


izquierdo no se expresa mediante las funciones el 
соп s como función de t. 


Examinemos del modo aproximado el problema planteado, Supongamos 


que los ángulos J y 7- son pequeños. Los ángulos =p y no son 


superiores a т. Sustituyamos en la ecuacion (6) los senos de ángulos рог 
los ángulos: 


ral del miembro 
; lo mismo ocurre 


de ER 
a= Vay “у=” 


а Eva. (6) 


Separando las variables, obtenemos (suponiendo provisionalmente que 


s+): 
¥ Lu m 
уйа „мы 


раци otra vez que s=0 рага t=0. Integrando la última ecuacion, 


o bien, 


$ vir yT: (8) 
arco / Es, 


*) Tomamos el signo más delante de la raíz, De la observación que so da 
al final del problema se deduce que no hay necesidad de examinar êl caso cuan- 
do se toma el signo menos. 


° 
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s=sosen / $ (9) 


Observación. Al resolver el problema, hemos supuesto que s в. Sin 
embargo, por medio de la sustitución directa nos convencemos de que la fun- 
ción (8) es solución de la ecuación (0') para cualquier valor de 4 

Recordemos que la solución (9) es aproximada para la ecuación (5), puesto 
que habíamos sustituido la ecuación (6) por la ecuación aproximada 06) 

La ecuación (9) muestra que el punto М, (que se puede considerar como 


el extremo del péndulo), ofectúa oscilaciones armónicas de período T= 2л. vi 
Este período no depende, de la amplitud de la oscilación so. 


Ejemplo 4. Problema de la segunda velocidad cósmica (velocidad de 


de donde: 


t 


escape). 
Determinar la mínima velocidad con la cual debe lanzar un cuerpo 
verticalmente hacia arriba para que éste no regrese a la tierra, La resistencia 


М.т 
a” 
donde, r es la distancia entre el centro de la Tierra y el centro de gravedad 
del cuerpo lanzado; 
k es la constante de gravitación universal. 
La ecuación diferencial de movimiento de este cuerpo de masa т es: 


=k 


М.т 
кт 
9 M 
-ki (10) 
Hemos tomado el signo menos puesto que la aceleración en el caso dado 
negativa. La ecuación diferencial (10) es una ecuación de la forma (2). Resol- 


vamos esta ecuación tomando las siguientes condiciones iniciales: 
cuando 1=0, r=R y =. 
Aquí, R es el radio de la Tierra, vọ esla velocidad de lanzamiento. 
Introduzcamos las designaciones: 
dir do dv dr du 
К Tar а ааг’ 


donde v es la velocidad del movimiento, Sustituyendo esta expresión en la 
ecuación (10), tenemos: 


فک 
e”‏ 


dv M 
E 
Separando las variables, resulta: 
vdo= —kM 4 š 
5536 
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Integrando esta ecuación, encontramos: 
va 1 
= ам + Cr a) 


Determinemos С; de la condición v=Łvo еп la superficie de la Tierra 
(r=R): 
% 


1 
e ds E 


ó 
юм, 
бизи: 
Sustituyendo el valor de С; en la igualdad (11): 
pe 1 км, 
Е ec ае E 
6 


(12) 


Según la hipótesis, la velocidad del cuerpo debo ser constantemente 
positiva, por tanto: “j~ >0. Como la magnitud 22 so hace muy pequeña 


cuando r crece indefinidamente, la condición 2. >0 se cumplo para todo r 


sólo en el caso de que: 


2 
о (13) 
ó 
w= ‚ 
donde 
k=6,66-10-8 _©Ш°_, 
grseg? 
R=63-107 сш. 


En la superficie de la Tierra, cuando г = А, la aceleración de la fuerza 
de grayedad es igual a g (551 ==) . En virtud de lo último, obtenemos 
de la igualdad (10): 


M 
TEETE 
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6 
gra 
м=®—. 
Poniendo este valor de M еп la fórmula (14), tenemos: 
=V = VIB x 11,210 22 44 9 km 
vy= Y 28H = Y 2-981-63-107 ~ 11,2-408 ж =41,2. 76 


$ 19. METODO GRAFICO DE LA INTEGRACION DE 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 


Aclaremos cuál es la interpretación geométrica de una ecuación 
diferencial de segundo orden. Sea la ecuación 


у = Р, у у), (1) 


designemos por ф el ángulo formado por la tangente a la curva con 
la dirección positiva del eje Oz; entonces, 


dy _ 
a 8° (2 


Para aclarar el significado geométrico de la segunda derivada 
recordemos la fórmula que determina el radio de curvatura de una 
curva en un punto dado*): 


Y 
RAMA 
y 


De donde tenemos: 
A у" 
pan 
Pero, 
у= 144 =1 4 tg p= seo р; И 097 = 


= ام "مء |= 


Por eso: 
1 


[го]: B 


*у Hasta ahora siempre hemos considerado que el radio de curvatura es un 
número positivo, Pero, en este párrafo supongamos que el radio de curvatura 
pueda tomar valores tanto positivos como negativos: si la curva es convexa 
(у” < 0), consideremos el radio de curvatura negativo (А < 0); si la curva es 
cóncava (y” > 0), considerémoslo como positivo (А > 0). 


5* 
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Introduciendo, ahora, las expresiones obtenidas para y e y” en 
la ecuación (1), obtenemos: 


1 

ar = f(z, У, (69), 

aloral f(z, y, tgo) 

R A: ae 
[cos*p]-F(x, y, tgo) ` 


Esto demuestra que la ecuación diferencial de segundo orden 
determina la magnitud del radio de curvatura de la curva integral, 


(4) 


Fig. 266 


si están dadas las coordenadas del punto y la dirección de la tangente 
en este punto. 

De lo anterior se deduce el método de la construcción aproximada 
de una curva integral con ayuda de una curva lisa*); la curva 
está constituida por arcos de circunferencias. 

Supongamos, por ejemplo, que es preciso hallar una solución 
de la ecuación (1), que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: 


уско = Yo ГА = Yo 


Tracemos рог el punto Mo (zo, yo) un rayo MoTo, cuyo coefi- 
ciente angular es y = tg ф = yo (fig. 266). De la ecuación (4) 
encontramos la magnitud А = Rp. Pongamos un segmento MoCo 
igual a Ro еп la perpendicular a la dirección MoTo у tracemos 


(tomando el punto Co por centro) un arco pequeño MM, de radio 
Ro. Notemos que es preciso orientar el segmento MoCo en la direc- 


*) Es una curva que tiene en todos los puntos la tangente, cuyo ángulo 
de inclinación es una función continua de la longitud s del arco. 
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ción conveniente para que el arco de la circunferencia sea convexo. 
hacia arriba cuando Ао < 0; y sea convexo abajo cuando Ro > 0 
(véase la nota en la página 67). 

Sean z; e у: las coordenadas del punto M, en el arco construido 
y ubicado suficientemente próximo al punto Mo, y sea tg qı, el 
coeficiente angular de la tangente М, Т; a la circunferencia trazada 
en el punto M,. De la ecuación (4) hallamos el valor de R = R, 
correspondiente al punto M,. Tracemos el segmento M,C, igual 
a Ri y perpendicular a M,T¡ tomando el punto С; como centro, 


tracemos arco MM» de radio Rs. Tomemos luego en este arco un 
punto М» (22, уз), próximo a My, y continuemos nuestra construc- 
ción hasta obtener un tramo suficientemente grande de la curva, 
formado por los arcos de circunferencias, De lo anteriormente dicho 
se deduce que esta curva es aproximadamente una línea integral 
que pasa por el punto Mo. Es evidente que la curva construida tanto 
más se aproximará a la curva integral cuanto menores serán los 


arcos MM, М.Ма, ... 


$ 20. ECUACIONES LINEALES HOMOGENE 
DEFINICIONES Y PROPIEDADES GENERALI 


Definición 1. Una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
llama lineal si es de primer orden respecto a la función descunoc 
y y sus derivadas у, ..., y "=P, yi, es decir, si esta ecuación 
tiene la forma 


ay" + ay" + ... AA 


donde ao, а, аз, ..., an у f (х) son funciones dadas de z o 
stantes; además. ау + 0 para todos los valores de z, en el dominio 
de definición de la ecuación (1). En adelante supongamos que la 
funciones do, а, .. ., а, y f (2) son continuas рага todos los valo- 
res de т y que el coeficiente a, == 1 (si a, es distinto de la unidad, es 
suficiente dividir por él todos los términos de la ecuación). La fun- 
ción f (z), se llama segundo miembro de la ecuación. 

Si f (z) = 0, la ecuación se llama lineal no homogénea, o ecua- 
ción con segundo miembro. Si f (z) = 0, la ecuación tiene la forma: 


И аут... ау 0 (2 


y se llama lineal homogénea, o ecuación sin segundo miembro (el 
primer miembro de esta ecuación es una función homogénea de 
primer orden respecto a y, Y, у", ..., y”). 

Definamos algunas propiedades fundamentales de las ecuaciones 
lineales homogéneas, limitándonos a las demostraciones de las 
ecuaciones de segundo orden. 
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Teorema 1. Si y, e y, son dos soluciones particulares de la ecuación 
lineal homogénea de segundo orden 


y + ay + aay = 0 (3) 
entonces, уу + уг es también la solución de esta ecuación. 


Demostración. Si y, e yz son las soluciones de la ecuación, en- 
tonces: 


yi + ay + ay = 0 | w 
й + ай + aya = 0. 


Poniendo en la ecuación (3) la suma yı + у y tomando en 
consideración las identidades (4), tenemos: 


(Yi + ж)” + а, (ys + Ya + aa (Ya + yo) = 


= (yi + ай + aay) + (Ya + ай + eya) = 0 + 0=0, 
es decir, y, + ya es solución de la ecuación. 


Teorema 2. Si y, es una solución de la ecuación (3), y C es una 
constante, el producto Cy, es, también, una solución de esta ecua- 
ción (3). 


Demostración. Introduciendo en la ecuación (3) la expresión 
Суу, obtenemos: 

(Cy) + а, (Си) + ar (Cy) =C (Yi + айй + aa) =C-0=0; 
y el teorema queda demostrado. 

Definición 2. Dos soluciones y, e y» de la ecuación (3) se llaman 


linealmente independientes en el segmento la, bl, si su razón en éste 
último no es constante, es decir, cuando 


Y 
2 Æ const. 
Ya 


En caso contrario, las soluciones se llaman linealmente depen- 
dientes. En otras palabras, dos soluciones y, e уз se llaman lineal- 
mente dependientes en el segmento [а, b], si existe un número con- 


stante A tal que E = À, cuando а < х < b. En este caso yy = Луз. 
2 
Ejemplo 4. Sea la ecuación у” — y = 0, es fácil verificar que las funcio- 
nes ех, ех, Зех, бех son soluciones de esta ecuación. Las funciones ех уе 
son linealmente independientes en todo segmento, puesto que la razon =- 
= et no permanece constante cuando varía z. En cambio, las funciones e* 
y 3e son linealmente dependientes, puesto que = = const. 
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Definición 3. Si y, е y» son las funciones de z, entonces el deter- 
minante 


Y 
W (yy, ya) = | 52 
(Ys y: A 


se llama determinante de Wronski o, simplemente, Wronskiano de 
las funciones dadas. 


Yiya — Yiye 


Teorema 3. Si las funciones y, e уг son linealmente dependientes 
en el segmento la, bl, el Wronskiano en este segmento es idénticamente 
igual a cero. 

En efecto, si уг = Ayı donde A = const, entonces у; = ji» У 


Я м у 1 

We #|—|и и a: Y 

a PARA ll AN йй 

Teorema 4. Si el Wronskiano W (ун, уг), de las soluciones 

yı € уг de la ecuación lineal homogénea (3) no se anula еп un punto 

zx = хо del segmento la, bl, donde los coeficientes de la ecuación son 

continuos, entonces no se anula para cualquier valor de z en este seg- 

mento. 

Demostración. Puesto que у; e ya son dos soluciones de la ecua- 

ción (3), tenemos: 


+ аш + ау Û, yi} ayi + ади =0. 
.Multiplicando los términos de la primera igualdad, por y, y los 
términos de la segunda por ys y luego sumándolas, obtenemos: 
(шй — yiya) + а буй — yiy) =0. (5) 
La diferencia encerrada entre segundo paréntesis es el Wronskia- 
по W (Y ya): 


A 


0. 


W (uv) = (ий — in). 
La diferencia encerrada entre el primer paréntesis es la derivada 
del determinante de Wronski 
W (шә), = (ий — йу) = Yaya — Vido 
Por consiguiente, la igualdad (5) asume la forma: 
W + aW =0 (6) 
Hallemos la solución de la última ecuación que satisfaga la 
condición inicial: 
„=й. 
Hallemos al principio la solución general de la ecuación (6), 
suponiendo que W + 0. 
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Separando variables, en la ecuación (6), tenemos: 


Integrando, hallamos: 


а= аа + InC 


6 
x 
In и =- \ a, dz, 
xo 
de donde: 
= 
Y о, dx 
= Се * Я (7) 


Notemos que зе podría escribir la función (7), de modo que esta 
función satisfaga la ecuación (6). Es fácil cerciorarse de esto mediante 
sustitución directa de esta función en la ecuación (6). La suposición 
W >0 no es necesaria. 

La fórmula (7) se llama fórmula de Litsville. 

Determinemos С de modo que se satisfaga la condición inicial. 
Poniendo z= zo en el primer y segundo miembros de la ecuación (7), 
obtenemos: 

W = С. 
Рог tanto, la solución que satisfaga las condiciones iniciales 
toma la forma: 
х 
ўач 
W= Wae * (7) 

Según la hipótesis, Wo + 0. Pues, de la ecuación (7') se deduce 
que W 0, cualquiera que sea el valor de =, puesto que la función 
exponencial no se reduce a cero para todos los valores finitos de la 
variable. El teorema queda demostrado. 


Observacion 1. Si el Wronskiano es nulo para cierto valor 
de т = ту, este determinante también es igual a cero para cualquier 
valor de z en el segmento considerado. 

Esto se deduce directamente de la fórmula (7): si W = 0 para 
ж = zo, entonces: 

(W)x==, =C = 0; 
por consiguiente, W = 0, cualquiera que sea el valor del límite 
superior de т en la fórmula (7). 
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Teorema 5. Si las soluciones y, e ya de la ecuación (3) son lineal- 
mente independientes en el segmento .[a, b], el Wronskiano W 
formado para estas soluciones no se reduce a cero en ningún punto 
del segmento indicado. 

Indiquemos sólo la idea de demostración de este teorema, sin 
darla en forma completa. 

Supongamos que W = 0 en cierto punto del segmento entonces, 
en virtud del teorema 3, el Wronskiano será nulo en todos los puntos 
del segmento la, b]: 


ó 


w=0 
иу у= 0. 


Examinemos al principio los intervalos dentro del segmento 
la, bl donde yı +0. Entonces, 


—йи_ 0 


©- 


Por tanto, la razón A es constante en cada uno de los intervalos 
1 


mencionados: 


Utilizando el teorema de existencia y unicidad, se puede mostrar 
que yz = Ay, para todos los puntos del segmento la, 5], incluyendo 
los puntos donde y, = 0, lo que es imposible, puesto que, según 
la hipótesis y, e y, son linealmente independientes. Por consiguien- 
te, el Wronskiano no se anula en ningún punto del segmento la, b). 


Teorema 6. Si y, e y, son dos soluciones linealmente independientes 
de la ecuación (3), entonces 


y = Син + Coya, (8) 
donde Cı y Сз son las constantes arbitrarias. Esta es la solución general 
de la ecuación (3). 


Demostración. De los teoremas 1 y 2 se deduce que la función 
Сун + Coya 


es la solución de la ecuación (3) cualesquiera que sean las constan- 
tes С, y Ca. 
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Demostremos, ahora, que cualesquiera que sean las condiciones 
iniciales Yx=xp = Yo, Yx=x0 = „ es posible elegir los valores de 
las constantes arbitrarias С; у С: de modo tal que la solución par- 
ticular correspondiente Суз + Суу» satisfaga las condiciones ini- 
ciales dadas. 

Poniendo las condiciones iniciales en la igualdad (8), tenemos: 


Yo = Суй» + Сэй, | ® 
Yo = Clio + Сай», 
donde se pone: 


(Ш) = Yo; (Из) со = Yao (И)х=х, = Yio; (Изо = Yoo 
Del sistema (9) se puede definir C, y Сз, puesto que el determi- 
nante de este sistema 


Ую Уго 
Yio Y2o 
es el Wronskiano cuando z = zo, у, рог tanto, по ез igual а сего 
(en virtud de la independencia lineal de las soluciones y, е уз). La 
solución particular que se deduce de la familia (8), para los valores 
hallados de С‹ y Сз, satisface las condiciones iniciales dadas. De 
este modo el teorema queda demostrado. 


| = шй» — юйю 


Ejemplo 2. La ecuación 


کو 
اوو و ir‏ 


cuyos coeficientes a= y а 2 son continuos en todo el segmento, 


que no contiene el punto z=0, admite las soluciones particulares: 


1 
nas = 


(lo que se verifica fácilmente, sustituyóndolas en la ecuación). Por tanto, 
su solución general tieno la forma: 


1 
иса CL. 


Observación 2. No existen métodos generales que permitan 
hallar en forma finita la solución general de una ecuación diferen- 
cial lineal con coeficientes variables. Sin embargo, para las ecuacio- 
nes con coeficientes constantes tal método existe y será expues- 
to en el párrafo siguiente. En cuanto a las ecuaciones con coeficientes 
variables, en el capítulo XVI «Series» indicaremos algunos procedi- 
mientos para encontrar las soluciones aproximadas que satisfagan 
las condiciones iniciales. 
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Por ahora demostremos un teorema que permite hallar la solu- 
ción general de una ecuación diferencial de segundo orden con coefi- 
cientes variables, si se conoce una de sus soluciones particulares. 
Este teorema puede ser útil en muchos casos, siempre y cuando se 
logre encontrar directamente o adivinar, por cualquier método, 
una solución particular. 


Teopema 7. Si se conoce una solución particular de una ecuación 
lineal homogénea de segundo orden, la búsqueda de la solución general 
se reduce a la integración de funciones. 


Demostración. Sea y, una solución particular conocida de la 

ecuación 
у + ay + ау = 0. 

Hallemos otra solución particular de la ecuación dada de modo 
que у; е yz sean linealmente independientes. Entonces, la solución 
general se expresará mediante la fórmula y = Ciy1 + Coya, donde 
Cı y С» son constantes arbitrarias. En virtud de la fórmula (7) 
(véase la demostración del teorema 4) sa puede escribir: 


ыа 
бима 16 


Así, para determinar y, tenemos una ecuación lineal de primer 
orden. Integrémosla de la manera siguiente. Dividamos todos los 
términos por у: 


lls — Yeh A o е 


vi ГД 
ó 
з (и) tor, 
dz \ y Yi 


de donde: 


ЕД 


Puesto que buscamos una solución particular, poniendo Ca 
С = 1, obtenemos: 


ds 

е 

n=n |= a. (10) 
Y 
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Es evidente, que y, е уз son soluciones linealmente independien- 
tes, puesto que Pz const. 


1 
De tal modo, la solución general de la ecuación original tiene 
la forma: 
¬ {аа 


=e +o | ge (1) 


Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación: 
(1—3?) y —2 zy' +2y = 


Solución. Directamente se verifica que esta ecuación tiene una solución 
particular y, =z. Hallemos la segunda solución particular ya tal que y, 
e yz sean linealmente independientes. 


2 


Notemos que en nuestro caso a, == , en virtud де la fórmula (10) 


obtenemos: 


e d AA, de 
PIN E E PE 


| 1 1 1 ЕТТЕ 
==) tarta ) [+3 m||] К 
Por tanto, la solución general tiene la forma; 


y= C+» (= z|- 1). 


§ 21. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Sea la ecuación lineal homogénea de segundo orden 
y” + py + qy =0, (0) 
donde, р у q son números constantes reales. Según hemos demostrado, 
para hallar la integral general de esta ecuación es suficiente епсоп- 
trar dos soluciones particulares linealmente independientes. 
Busquemos las soluciones particulares en la forma 


у= е“, donde k=const; (2) 


entonces, 
у= Ке у = е, 
Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en 
la ecuación (1), hallamos: 


(+ pk+q)=0. 
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Como e** + 0, resulta que 
№ + pk +q =0. (3) 
Por consiguiente, si k satisface a la ecuación (3), e** será solu- 


ción de la ecuación (1). La (3) se llama ecuación característica respecto 
a la ecuación (1). 


La ecuación característica es una ecuación de segundo orden 
que tiene dos raíces, las cuales designamos рог k, y kz. Entonces 


2 E) 
asl YE ae haa VE 


Son posibles los casos siguientes: 
I. Кү y kz son números reales y distintos (k, + kə); 

П. А, y ka son números complejos; 

ПІ. k, y Аз son números reales iguales (k; = ko). 

Examinemos cada caso por separado: 

1. Las raíces de la ecuación característica son reales y distintas: 

kı + kz. En este caso las soluciones particulares serán las funciones 
=e, ye, 

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que 
и e 
n e 

Por tanto, la integral general tiene la forma 


у= Сеч + Сеч", 
Ejemplo 1. Sea la ecuación 
v + y — 2у = 0. 
La ecuación característica tiene la form: 
K+k=2=0, 
Hallemos las raíces de la ecuación característica: 


1 V a 
ksm- т+2: 


La integral general es 
y = Сех + Caen, 
II. Las raíces de la ecuación característica son complejas. Puesto 


que las raíces complejas son conjugadas en pares, introduzcamos 
las designaciones: + 


үн 


= сопзі. 


ki=1, k= 


kı = а + iB; ka 


a— if, 
donde: 


ج 
2 
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Las soluciones particulares se pueden escribir en la forma: 
= 66189; уо = ی‎ @ 
Estas son funciones complejas de un argumento real que satisfa- 
cen la ecuación diferencial (1) (véase $ 4, cap. УП). 
Es evidente, que si alguna función compleja del argumento real 
y = u (2) + iv (2) (5) 
satisface la ecuación (1), a esta ecuación satisfacen también las 
funciones и (2) y v (2). 
En efecto, introduciendo la expresión (5) en la ecuación (1) 
tenemos: 


в lu (2) + iv (91 + р lu (a) + iv (2) + lu (2) + iv (2) = 0 
(и" + ри + qu) + i (v" + pu" + qu) = 0. 
Pero una función compleja es nula solamente en el caso en que 
las partes real e imaginaria son iguales a cero, es decir, 
u" + pu' + qu = 0, 
v 4 pv'+qu=0. 
Hemos demostrado que и (z) у v (z) son soluciones de la cua- 
ción dada. 


Escribamos las soluciones complejas (4) en la forma de una suma 
de las partes real e imaginaria: 


Yı = e** cos Bz + ie” sen Pz, 
Ya = e** cos Bz — іе“ sen fz. 


Según lo demostrado las funciones reales siguientes serán las 
soluciones particulares de la ecuación (1): 


y= (соз Bz, (6) 

ж ъ= е sen фа, (6) 

Las funciones y, e ya son linealmente independientes, puesto que: 

т _ е соз pr 

Ya О е sen Êz 

Por tanto, la solución general de la ecuación (1) en el caso en que 

las raíces de la ecuación característica son complejas, toma la forma: 
y= Ай + By, = Ae**cosfz + Ве sen Bz 


= cotg Pz > сопзі. 


ó 
y=e** (А соз Bz + В sen fz). (7) 
donde A у В зоп las constantes arbitrarias. 
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Ejemplo 2. Sea la ecuación 
y +2y'4+5y=0. 
Hallar la integral general y la solución particular que satisface las condi- 
ciones iniciales: уз.) =0, Yi=p=1 


Construir la gráfica. 
Solución: 1) Escribamos la ecuación característica: 


+ 2+5=0, 


y encontremos sus raíces: 
k=—1 +2, = 
Por tanto, la integral general es: 
у = e7% (А cos 2z + В зеп 22). 


2) НаПешоз la solución particular que satisface las condiciones ini- 
ciales dadas y determinemos los valores correspondientes de A y B. De la 


1—2. 


Fig. 267 


primera condición se deduce: 
= e70 (А cos 2.0 -+ В sen 2-0), de donde: А = 0. 


Notemos que y = е-*2В cos 22 — е-* B sen 2z. De la segunda condi- 
ción se deduce: 1 = 28, 


es decir, В=-. 
Pues, la solución particular buscada es: 


ES 


La gráfica de la solución se muestra en la figura 267, 

III. Las raíces de la ecuación característica son reales e iguales, 
es decir, ki = kz. Una de las soluciones particulares, a saber, 
yı = еї“, se obtiene en virtud de los razonamientos precedentes. 
Es preciso encontrar la segunda solución particular, linealmente 
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independiente de la primera (la función её es idénticamente igual 


a eı, por lo que no puede considerarse como segunda solución 
particular). 


Busquemos la segunda solución particular en la forma: 
ю==и (2) e", 
donde u (z) es una función desconocida a determinar. 
Derivando, encontramos: 
ya = ше" + ше = еи" + ku), 
и = еч" + tr kiue” du” + 2k + и). 


Sustituyendo las expresiones de las derivadas en la ecuación (1), 
obtenemos: 


ена [ш + (2k,+p)u + (ki + pk, + Ф ш] = 0. 


Como k, es una raíz múltiple de la ecuación característica, tene- 
mos: 


kî + pkı + q =0 

Además, kı = k= — 55 ó 2ky=—p, 2ki+p=0. 

Por tanto, para hallar u(z), hace falta resolver la ecuación 
exu" =0 б и" =0. Integrando, obtenemos: u=Ax+B. En parti- 
cular, se puede poner A=1, В = 0; entonces, u=x. Así, en cali- 
dad de segunda solución particular se puede tomar: 

p=". 
Esta ecuación es linealmente independiente de la primera, 


puesto que Y = х 4 const. 


Por tanto, como integral general se puede tomar la función: 
y == Спе“ + Core™" = еч (С, + Сл). 
Ejemplo 3. Sea la ecuación 
y" 4 + ау =0. 


La ecuación característica es k? — 4k + 4 = 0. Encontremos sus raíces 
k, = kz = 2. La integral general es: 


у= Сце Соте, 


$ 22. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE N — ESIMO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Examinemos una ecuación lineal homogénea de n-ésimo orden: 
у аут... + any =0. @ 
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Supongamos que а;, 42, ..., а, son las constantes. Antes de 
indicar un método de resolver la ecuación (1) introduzcamos una 
definición que será útil más adelante. 


Definición 1. Si para todos los = del segmento [а, b] se verifica 
la igualdad 


Фһ (2) = Ayu (2) + A292 (2) +... + Аһ (2), 


donde А;, Az, ..., A, son constantes, de las cuales рог lo menos 
una no es igual a сего" suele decirse que q, (х) es una combinación 
lineal de las funciones qı (2), a (2), .. ., Фә (2). 


Definición 2. п funciones Ф, (2), Qa (2), ..., Qn=s (2), Qn (т) 
se llaman linealmente independientes, si ninguna de ellas puede ser 
representada como combinación lineal de las otras. 


Observación 1. De estas definiciones se deduce que si las fun- 
ciones фи (2), a (z), ..., Фа (z) son linealmente dependientes, 
entonces existen las constantes Cy, Сг, ..., С, de las cuales рог 
lo menos una no es igual a cero. Estas constantes son tales que para 
todos los х del segmento la, b] se cumple la identidad: 


Сафи (2) + Саф (2) +... + Саф (2) = 0. 


'unciones yy =eX, уз = е2, уз = 3e* son linealmente dependientes, 


puesto que para С, = 1, C¿=0, C= — 3 зе verifica la identidad: 
Сце Сое? 4-С 3е* = 0. 
2. Las funciones yı = 1, т, уз = zx" son linealmente independien- 


tes, puesto que no se puede anular la expresión 
Ct Caz Сыз 
cualesquiera que sean Сү, Ca, Сз, siempre cuando no son simultáneamente 


iguales a cero. 
3 Las funciones 


yi =e, ymt, ..., yn=e 0%, ..., donde ky, ko, ..., kns ooo 


son números arbitrarios y linealmente independientes. (Demos esta afirmación 
sin demostración). 


Pasemos, ahora, a la solución de la ecuación (1). Para esta ecua- 
ción es válido el teorema siguiente, 


Teorema. Si las funciones Ys, уз, . . ., Yn son soluciones lineal- 
mente independientes de la ecuación (1), su solución general es: 


у= Су. + Coya +... + Су, 2) 
donde Cı, .. ., Cn son constantes arbitrarias. 
8-536 
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Si los coeficientes de la ecuación (1) son constantes, la solución 
general se halla del mísmo modo como en el caso de la ecuación 
de segundo orden, 

1) Formemos la ecuación característica: 


Kp ak" + ak + e 0. 
2) Hallemos las raíces de la ecuación característica: 
ky, Kay... k, 


3) Según el carácter de las raíces, escribamos las soluciones 
particulares, linealmente independientes, partiendo de lo siguiente: 
i a) a toda raíz real simple Æ corresponde una solución particu- 
ar eh; 

b) a todo par de raíces complejas conjugadas К! = a + ip 
y КӘ = а — if, corresponden dos soluciones particulares: е2х cos Pz 
y еч sen Ba; 

с) a toda raíz real k de multiplicidad r corresponden r soluciones 
particulares linealmente independiente 


A r 
A gE 
d) a todo par de raíces complejas conjugadas de multiplicidad 
¿kW == a -+ 1р, k® = а —if, corresponden 2 p soluciones par- 
ticulares: 
ecos фт, хе°* соз Bz, а? 'е°* соз pr, 
е sen Êz, xe** son Pz, ate зеп бл. 


El número de estas soluciones particulares es igual al grado 
de la ecuación característica (es decir, al orden de la ecuación dife- 
rencial dada). Se puede demostrar que estas soluciones son lineal- 
mente independientes. 

4) Al encontrar п soluciones particulares linealmente іпдереп- 
dientes yı, уг, - ., ул, formemos la solución general de la ecua- 
ción lineal dada: 


= Сиа + Coya +... + С, 
donde Cy, Cz, ..., С, son las constantes arbitrarias. 
Ejemplo 4. Hallar la solución general de la ecuación 

yV—y=0. 
Solución. Formemos la ecuación característica 
HM—1i=0, 
Hallemos las raíces de esta ecuación 
k =i, k= —A, k3=1, kS 


La integral general es: 
у = Cie + Слет + А cosz + B sen z, 
donde Сү, Cz, A, В son constantes arbitrarias. 
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Observación 2. De lo expuesto se deduce que toda la dificultad 
para resolver una ecuación diferencial homogénea con coeficientes 
constantes consiste en la resolución de la ecuación característica 
correspondiente. 


$ 23. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 


Sea uha ecuación lineal no homogénea de segundo orden 
y" ау + aay = f (2). (1) 


La estructura de la solución general de tal ecuación (1) se deter- 
minará por el teorema siguiente: 


Teorema 1. La solución general de la ecuación no homogénea (1) 
se representa como suma de cualquier solución particular y* 


de esta ecuación y de la solución general y de la ecuación homogénea 
correspondiente 


y + ay + аш = 0. (2 
Demostración. Es preciso demostrar que la suma 
y=y+y (3) 


es la solución general de la ecuación (1). 

Demostremos primeramente que la función (3) es una solución 
de la ecucación (1). 

Sustituyendo la suma y -+ y* en la ecuación (1), en lugar de y, 
tenemos: 


(+ y+ a ++ a+ y) 7 (0) 


(J + aj + агу) +" + аш" + aay") = f (a). @ 


Como ў es una solución de la ecuación (2), la expresión encerrada 
en el primer paréntesis es idénticamente igual a cero. Como y* es 
una solución de la ecuación (1), la expresión encerrada en el segundo 
paréntesis es igual a f (т). Por tanto, la igualdad (4) es una identidad, 
quedándose demostrada la primera parte del teorema. 

Demostremos, ahora, que la expresión (3) es la solución general 
de la ecuación (1), es decir, que se pueden elegir las constantes 
arbitrarias que la integran de modo que se satisfagan las condiciones 
iniciales: 


(5) 
в* 
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cualesquiera que sean zp, yo € y, (siempre y cuando ху se toma en el 
dominio donde las funciones a,, аз y f (т) son continuas). 
Notemos que y se puede escribir en la forma: 


у= Сул + Cala, 
donde y, e y» son dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación (2); y Cs, Cz son constantes arbitrarias. La ecuación (3) 
se puede presentar en la forma: 
y = Сил + Coya + у". (3) 
En virtud de las condiciones (5), tenemos”): 


Сш + Coon + Vo = Yor 
Суў» + Coya + Yo = Yo. 
De este sistema de ecuaciones es preciso determinar С, y C3. 
Escribamos el sistema en la forma: 


Сш» + Caso = Yo — Yo, ) (в) 
Сило + Cao = Yo — Yo. 

Notemos que el determinante de este sistema es el Wronskiano de 
las funciones y, е y, en el punto z = ду. Puesto que, según la hipó- 
tesis, estas funciones son linealmente independientes, el Wronskiano 
no puede ser nulo. Por consiguiente, el sistema (6) tiene una solu- 
ción bien determinada, C, y Ca, es decir, existen los valores С, y C3 
tales que la fórmula (3) determina la solución de la ecuación (1) 
que satisface las condiciones iniciales dadas. El teorema queda 
completamente demostrado. 

Se puede concluir, pues, que si se conoce la solución general ў 
de la ecuación homogénea (2), la tarea principal durante la inte- 
gración de una ecuación no homogénea (1) consiste en la búsqueda de 
una solución particular cualquiera y* de la última. 

Indiquemos un método general para hallar las soluciones parti- 
culares de una ecuación no homogénea, 

Método de variación de constantes arbitrarias, Escribamos la 
solución general de la 2cuación homogénea (2): 

y = Сил + Cayo. (7) 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogé- 
nea (1) en la forma (7), considerando С, у С como funciones de =, 
las que es preciso determinar, 

Derivemos la igualdad (7): 

Сз» + Сил + С 


son los valores numéricos de las funciones 
Lo. 


У = С, 


*) Aquí, уно, Yao» YE, Vio» V: 
Var Var Y, Yi» Ya y* cuando 
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Elijamos las funciones С, y С» de modo que se verefique la 
igualdad 


Сиһ + Coya = 0. (8) 


Tomando en consideración esta condición adicional, la primera 
derivada y” toma la forma: 


Y = С + Сй. 
Derivando esta expresión, hallamos y”: 
= Сай + Caya + Сил + Сыл. 
Introduciendo y, y”, y” en la ecuación (1), obtenemos: 
Ci + Сай + Сил + Сий + а, (Сай + Ciya) + 
+ аз (Сүй + Coya) = f (а) 
ó 
С‹@ + айй + aay) + Calya + аай + аруз) + Ciy + Coya = f (2). 


Las expresiones encerradas entre los dos primeros paréntesis 
se reducen a cero, puesto que y; e y» son las soluciones de la ecuación 
homogénea. Por consiguiente, la última ecuación toma la forma: 


Cih Co = f (а). (9) 
Así, la función (7) es una solución de la ecuación (1), no homo- 


génea, cuando las funciones С, y С, satisfacen al sistema de ecua- 
ciones (8) y (9), es decir, si 


Си + Coya = 0, Сип + Coya = f (2). 

Como el determinante de este sistema es ип Wronskiano de las 
funciones linealmente independientes y, e уг, éste no es nulo; por 
tanto, resolviendo el sistema, hallemos С, y С, como funciones 
determinadas de 2: 


Су = Фи (2), Съ == qa (2). 

Integrando tenemos: 

_Ci=5quidi+ Cu C= {фа +p, 
donde С, y C» son las constantes de integración. 

Introduciendo las expresiones obtenidas de C; y С» en la igual- 
dad (7)_hallemos una integral dependiente de dos constantes arbi- 
trarias С, y C2, es decir, la solución general de la ecuación no homo- 
génea*). 


*) Al hacer С, = С. = 0, obtendremos una solución particular de la 
ecuación (1). 
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Ejemplo. Hallar la solución general de la ecuación 


y 


т 


Solución. Hallemos la solución general de la ecuación homogénea: 
y 


Como Let, tenemos Iny'=lnz+lnc; у сг; asi 


Y= C+ Ca. 


Para que esta expresión sea la solución de la ecuación dada, es preciso 
determinar С, у Cz como funciones de = del sistema 


Ciz24C;1=0, 2Cjr4030=x, 
Resolviendo este sistema encontramos: 


=-a, 


2 


de donde, por integración, obtenemos: 
а Об 
0= +o Са 4-00. 


Introduciendo las funciones halladas еп la fórmula 


=Cy124-Cg, obte- 
nemos la solución general de una ecuación no homogóne: 


‚сй е 
ó y= Саа 0,47. donde С, y Za son constantes arbitrarias. 


Para buscar las soluciones particulares, se puede utilizar el 
siguiente teorema. 


Teorema 2. Sea una ecuación no homogénea 
у + ау + ау = fi (2) + fa (2) (10) 


tal que su segundo miembro es la suma de dos funciones ўз (х) y fz (2). 
Si y, es una solución particular de la ecuación 


y’ + ау + азу = fi (3), (11) 
e уз, una solución particular de la ecuación 
y" + ау + aay = } (а), (12) 


entonces, y, + уз es una solución particular*) de la ecuación (10). 


*) Evidentemente, el teorema correspondiente es válido para cualquier 
número de sumandos del segundo miembro. 
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Demostración. Introduciendo la expresión y, + уг en la ecua- 
ción (10), obtenemos: 


(и + ya)" + a (и + Ya)” + аз (и + ya) = fa (2) + fa (2) 


(yi + аай + aay) + (0: + айй + aaya) =f, (2) + fa (2). (43) 


De las igualdades (11) y (12) se deduce que (13) es una identidad. 
El teorema queda demostrado. 


$ 24. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 
Sea la ecuación diferencial 
y + py + qy = 1 (2), (0 
donde р у q son números reales. 

En el párrafo anterior hemos dado un método general para-hallar 
las soluciones de las ecuaciones no homogéneas. Si la ecuación tiene 
coeficientes constantes, a veces, es más fácil hallar una solución 
particular, sin recurrir a la integración. Examinemos algunas varian- 
tes que se utilizan para resolver la ecuación (1). 

1. Supongamos que el segundo miembro de la ecuación (1) sea 


el producto de una función exponencial por un polinomio, que tiene 
la forma: 


1@) = Р, (а) е, (2) 
donde Р, (х) es un polinomio de n-ésimo grado. Entonces son posi- 
bles los siguientes casos particulares: 

a) El número a no es una raíz de la ecuación característica 


к + pk + =0. 
En este caso, es preciso hallar la solución particular en la forma: 


Y = (AoT + A," + + А„)е** = (a) e”. (3) 


En efecto, introduciendo y* en la ecuación (1), y reduciendo 
todos los términos рог езх, tenemos: 


О (2) + (2a + р) Qa (2) + (a° + pa +0) Qn (а) = Pa (0. (4% 


О, (2) es un polinomio de n-ésimo grado, Q; (х) es un polinomio 
de (n — 1)-ésimo grado: Q; (z), es de (п — 2)-ésimo grado. Por 
consiguiente, a la derecha y a la izquierda del signo de igualdad 
se hallan polinomios de n-ésimo grado. Igualando los cooficientes 
de las mismas potencias de z (el número de los coeficientes descono- 
cidos es igual a n + 1), obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones 
para determinar los coeficientes Ao, Ay, As, . 


айе 
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b) El número a es una raíz simple de la ecuación característica. 

Si procuramos hallar una solución particular en la forma (3), 
obtenemos en el primer miembro de la igualdad (4) un polinomio de 
(п — 1) — ésimo grado, puesto que el coeficiente de Q, (z), es decir, 
а? + ра + q, es nulo y los polinomios 0; (2) y 0; (2) son de grados 
inferiores a n. Por consiguiente, la igualdad (4) no puede ser una 
identidad cualesquiera que sean Ao, Ay, .. ., An. Por esto, en el 
caso examinado busquemos la solución particular, en la forma de 
un polinomio de (n + 1)-ésimo grado sin término absoluto (puesto 
que éste se elimina durante la derivación)*): y* = 20, (2) езх. 

с) a es una raíz doble de la ecuación característica. Entonces, 
al ser sustituida la función Q, (т) e® en la ecuación diferencial, 
el grado de polinomio disminuye en dos unidades. En efecto, si 
a es una raíz de la ecuación característica, tenemos: а? +- ра + q = 0; 
además, puesto que a es una raíz doble, tenemos 2a = —p (según 
el teorema de álgebra elemental, la suma de las raíces de la ecuación 
de segundo grado reducida es igual al coeficiente del término desco- 
nocido de primero grado tomado con signo contrario). Por eso, 
2а + р = 0. 

Por consiguiente, en el primer miembro de la igualdad (4) queda 
©, (2), es decir, un polinomio de (n — 2)-ésimo grado. Para obte- 
ner como resultado de la sustitución, un polinomio de »-ésimo grado, 
es preciso buscar una solución particular en la forma de producto 
de еах por un polinomio de (п + 2)-ósimo grado. Entonces, el tér- 
mino absoluto de este polinomio y el término de primer grado se 
eliminan durante la derivación. Por esto, se pueden omitir en la 
solución particular. 

Así, cuando a es una raíz doble de la ecuación característica, 
se puede tomar una solución particular en la forma: 


y = 220, (2) е. 
Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
Y +i + 3y = =. 
Solución. La solución general de la ecuación homogénea correspondiente es: 
9 = Слет 4 Ceras, 

Como el segundo miembro de la ecuación no homogénea tiene la forma 
ze0x, [es decir, la forma P, (z) е0х], y 0 no es raíz de la ecuación característica 
2-40 4-3 =0, busquemos una solución particular en la forma y* =Q; (z) е0х, 
es decir, 108: 

у= А+ As. 
Introduciendo esta expresión en la ecuación dada, tenemos: 
440+ 3 (Aoz + A) = т. 


*) Notemos que todos los resultados expuestos arriba son válidos también 
cuando @ es un número complejo (esto se deduce de las reglas de derivación 
de Ја función етх, donde т es un número complejo arbitrario; véase $ 4, cap. 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z, obtenemos: 


340 = 1, 4A0 + ЗА; = 0, 
de donde: 


1 4 

Аат: А-9. 
Por consiguiente, 
* к 4 

м2. 
La solución general y=y-+y* será: 
IR. 

Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 

v+ 9y = (4 1) езх, 
Solución: La solución general de la ecuación homogénea se halla fácilmente: 

y = С, соз 3z + Сз зер 3z. 
El segundo miembro de la ecuación dada, (2° 4- 1) e3* tiene la forma: 
Pa (2) es, 


Como el coeficiente 3 en el exponente de potencia no es raíz de la ecuación 
característica, busquemos una solución cular de la forma: 


у*= 0 (2) 03% ó y=(4284 Вз С) езх, 
Introduciendo esta expresión en la ecuación diferencial, tenemos: 
[9 (Az? + Bz + С) + 6 (242 + В) + 24 + 9 (A23 -+ Bz + Су|езх = 
= (24 1) 03%, 


Reduciendo ambos miembros por e** e igualando los coeficientes de las 
mismas potencias de т, obtenemos: 


184 = 1, 124 + 18B = 0, 24 + 6B + 18C = 1, 


de donde: A=; B=; c- . Por consiguiente, la solución particular es: 


re 


y la solución general, 
5 
у= С, сов 3z + Casen 32 + (5 2312405) өх, 

Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación: 

Y — Uy + бу = (2 — 2) ех. 

Solución. El segundo miembro de la ecuación tiene la forma Р, (z) el-*; 
donde el coeficiente 1 del exponente es raíz simple de un polinomio caracterís” 
tico. Por tanto, busquemos una solución particular de la forma y* = 20, (2) et 6 

y’ = z (Az + В) е; 
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poniendo esta expresión en la ecuación, tenemos: 


(0422 4- Bz) + (Az + 2B) -+ 24 — 7 (42? + Bz) — 102424 B) + 
+ 6 (Az? 4 Во) [ех = (z — 2) ex 
$ (0az — 5B -}- 2A) e* = (z — 2) ex. 
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z obtenemos: 
— 104 =1,—58 +24 = 2, 


de donde: A= -i n + Por tanto, la solución particular es: 


y la solución general: 


Y= CLO ( 


II. Supongamos que el segundo miembro tiem la forma: 
f(2) =P (2) е cos Bz + Q (x) е son Bz, (5) 


donde Р (т) y Q (2) son polinomios. 

Se puede analizar este caso mediante el ¡rocedimiento usado 
anteriormente, “pasando de las funciones trigonométricas a las 
exponenciales. 

Sustituyendo cos fz y sen fz por sus funciones exponenciales, 
según las fórmulas de Euler (véase $ 5 cap. VII) obtenemos: 


ipx 


0x ipx fx 
др" | ی ی‎ E 
2 2i 


ó 
= E Р@+& ew] datids y, 
2 2i 


+ E Р ew] ¿ins б) 


Entre corchetes se encuentran los polinomios cuyos grados 
son iguales al grado superior de P (z) y Q (z). Resulta que hemos. 
obtenido el segundo miembro de la forma tal, como en el caso I. 

Es posible demostrar (aunque lo admitamos sin demostración) 
que se pueden hallar soluciones particulares que no contengan 
números complejos. 


Por consiguiente, si el segundo miembro de la ecuación (1) 
tiene la forma 


Ha) = Р (2) е°** cos Bz + Q (2) е sen fz, (7) 
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donde Р (z) у Q (2) son polinomios de z, la solución particular se 
determina así: 


а) si número а + ¿$ no es una raíz de la ecuación característica, 
es preciso buscar una solución particular de la ecuación (1) en la 
forma: 


y = U (2) е cos Bz + V (т) e** sen Ёл, (8) 


donde, U (z) y V (z) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios Р(х) y Q (z); 

b) si el número a + ¿$ es una raíz de la ecuación característica, 
una solución particular adquiere la forma: 


y = «[И (2) e**cos Bz + V (т) e** sen Ba]. (9) 

Para evitar errores eventuales notemos que las formas indicadas 

de las soluciones particulares (8) y (9) son válidas también, evidente- 

mente, cuando en el segundo miembro de la ecuación (1) uno de 

los polinomios Р (z) у © (x) es idénticamente igual a сего, es decir, 
cuando el segundo miembro es de la forma: 

P(z)e“*cosfz ó Q(z) e% sen pz. 

Consideremos, ahora, un importante caso particular. Supongamos 

que el segundo miembro de una ecuación lineal de segundo orden es: 

f (2)= M соз Bz А sen Bz, (1) 


donde, М y N son las constantes. 
a) Si i no es una raíz de la ecuación característica, busquemos 
una solución particular de la forma: 


y* = А cos fz + В sen Bz. (8) 


b) Si Pi es una raíz de la ecuación característica, busquemos una 
solución particular de la forma: 


y* = 2 (А cos Pz + В sen Pa). (9) 
Notemos que la función (7”) es un caso particular de la función (7) 
(Р (2) = М, Q (z) = N, а = 0); las funciones (8') y (9”) son casos 
particulares de las funciones (8) y (9). 
Ejemplo 4. Hallar la integral general de la ecuación lineal no homogénea 
u” + 2y + 5y = 2 cos z. 
Solución. La ecuación característica 
K+ 2k45=0 


tiene las raíces: kı = — 1 4- 2i; ką = —1 — 24. Рог eso, la integral general 
de la ecuación homogénea correspondiente es: 


у = e™ (C, cos 2z + С sen 22). 
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com Pasemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la 
orma: 
y = A cos z+ B sen z, 


donde, A y B son los coeficientes constantes a determinar. Introduciendo у* 
en la ecuación dada, tenemos: 
—A cos z — B sen z + 2 (—A sen z + B cos з) + 
+5(4 cos z + B sen z) = 2 cos =. 
Igualando los coeficientes de cos z y sen z, obtenemos dos ecuaciones para 
determinar А y B: 
—A+ 2B + 54 = 


—B — 2А + 5B = 0, 
de donde 


2 $ 
A pt Br 


La solución general de la ecuación dada es: у=у-+ у", es decir, 
1 1 
y=" (C соз2х--Су зеп 2т)-+--=- соз т-+-- зеп т. 
Ejemplo 5. Hallar la solución de la ecuación 
y" + 4y = cos 22. 


Solución. Las raíces de la ecuación característica son: k = 24, ka = 
por tanto, la solución general de la ecuación homogénea tiene la form 


Y = С, cos 22 + Cy sen 22. 
Busquemos una solución particular do la ecuación no homogénea de la forma: 
y* = z (А cos 22 + В sen 2x). 


Entonces, 


у*' = 22 (—A sen 22 + В cos 22) + (А cos 22 + В sen 22), 
y?” = —áx (—A cos 2z — В sen 2z) + 4 (—A sen 22 -+ В сов 22). 
Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación dada e 
igualando los coeficientes de cos 2z y sen 2z, obtenemos un sistema de ecuacio- 
nes para determinar А y В: 
4B =4; —44=0, 


de donde A=0; Bat. Pues, la integral general de Ја ecuación dada os: 


y=C, сов2ж-+-Савеп 22 4 x sen 2z. 
Ejemplo 6. Hallar la solución de la ecuación 
y" — y = Зе'® созт. 
Solución. El segundo miembro de la ecuación tiene la forma: 
f (2) = e (М cos z- N sena), 


М = 3 y N = 0. Las raíces de la ecuación característica k? — 1 
= 1, ka =—1. La solución general de la ecuación homogénea 


йў=С(е*-+-С;е-х. 
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Como el número a + tf = 2+ i-1 по ез raíz de la ecuación característica, 
busquemos ‘una solución particular de la forma: y* = e** (A cos z +- В sen 2). 

Poniendo esta expresión en la ecuación y efectuando la reducción de los 
términos semejantes, obtenemos: 


(24 + 4B) езх cos z + (—44 + 2B) е?х sen z = 3е2= cos x. 
Igualando los coeficientes de cos г y sen т, tenemos: 
244 48 = 3, —44 + 28=0. 


De donde: А=-уу; B= Ê. Por consiguiente, la solución particular es; 


y= (55 овоза) > 
y la general, 
=Сүе®-Сье-*-„е%х (бон пз) 
майа ” 10 5 ч 


$ 25. ECUACIONES LINEALES КО HOMOGENEAS 
DE ORDENES SUPERIORES 


Sea la ecuación 


у аут °+ ... +any=1(0, (1) 
donde, 41, а», .. ., Gn, f (x) son funciones continuas de х (о cons- 
tantes). 

Supongamos que se conoce la solución general: 
# = Сил + Coya +... + Chin (2) 
de la ecuación homogénea: 
Ya ay +... + any =0. (6) 


Igual que en el caso de la ecuación de segundo orden, para la 
ecuación (1) es válido el siguiente teorema: 


Teorema. Si y es la solución general de la ecuación homogénea (3), 

e y* es una solución partic:lar de la ecuación no homogénea (1), entonces 
Y=j+y* 
es la solución general de la ecuación no homogénea. 

Así, análogamente al caso de la ecuación de segundo orden, 
la integración de la ecuación (1) se reduce а la búsqueda de una solú- 
ción particular de la ecuación no homogénea. 

Igual que para la ecuación de segundo orden, se puede encontrar 
una solución particular de la ecuación (1) por el método de la varia- 
ción de las constantes arbitrarias, suponiendo que en la expresión (2) 
C1, Сз, . . ., С, son las funciones de z. 
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Formemos el sistema de ecuaciones (comparar § 23): 
Ci + бше + ... HCryn=0, | 
Сй + Cas + ... + Cnn =0, 


% 
CUTE CUE Id +С” —о, 


CUA CR „Суг = f (2). 

Este sistema de ecuaciones, con funciones desconocidas C;, С,,... 
. .., Ch, tiene soluciones bien determinadas. (El determinante de 
los coeficientes de С;, C, ..., Са, es el Wronskiano compuesto 
por las soluciones particulares у, y2, . . ., у, de la ecuación homo- 
génea y como, según la hipótesis, estas soluciones particulares son 
linealmente independientes, el Wronskiano es distinto de cero). 

Así, el sistema (4) puede ser resuelto respecto a las funciones 
СС, +. .» Сл. Después de hallar estas funciones e integrarlas, 
obtenemos: 


C= $ Cide + Ču C= Î Cad + Os: ...; Cn = $ Ch de + Cn, 


donde Ty, Сз, ..., С, son las constantes de integración. 
Demostremos que en este caso la expresión 
y* = Cin + Coya +... + Con (5) 


es la solución general de la ecuación no homogénea (1). 
Derivemos n veces la expresión (5), tomando cada vez en con- 
sideración las igualdades (4); entonces tenemos: 


у == Сл + Cala + Cay + ... Су, 


у =C + Сав + Ca +... + Су 


= CT FC + <. +С? +f. 

Multiplicando los términos de la primera ecuación por ay, los 
de la segunda, por а,-4, ..., y, finalmente, los de la penúltima 
ecuación por а, y sumando, obtenemos: 

A + any" =f (o), 

puesto que ys, Ya, ..., yn son las soluciones particulares de la 
ecuación homogénea y, por consiguiente, son nulas las sumas de 
los términos por columnas. 


Por consiguiente, la función y* = Ciy: + ... + С.у, [donde 
Cs, ..., Cn son las funciones de =, determinadas de las ecuacio- 
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nes (4)] es una solución de la ecuación no homogénea (1), y, como 
la solución depende de п constantes arbitrarias Сү, С 
ésta es también la solución general. 

El teorema queda demostrado. 

A veces, se puede hallar más fácil las soluciones particulares 
de una ecuación no homogénea de orden superior con coeficientes 
constantes ($ 24). Se usan siguientes procedimientos: 

1. Supongamos que el segundo miembro de Ја ecuación dife- 
rencial sea una función f (л) = P (z) 2%, donde Р (а) es un poli- 
nomio de =. Es preciso distinguir dos casos: 

a) si a no es una raíz de la ecuación característica, busquemos 
una solución particular de la forma: 


у= Q( е, 
donde Q (2) es un polinomio del mismo grado que P (z), pero con 
coeficientes indeterminados 
b) si a es una raíz de mi 


ca, busquemos una solución pi 
de la forma: 


cidad p de la ecuación característi- 
ticular de la ecuación no homogénea 


и*=:*0(х) с, 

donde Q (2) es un polinomio del mismo grado que P (2). 

Il. Supongamos que el segundo miembro de la ecuación es de la 
forma: 

j (x)= М cos Bz + N sen faz, 

donde M y N son nûmeros constantes. Entonces, la forma de la 
solución particular se define del modo siguient 

a) si Bi ло es una raíz de la ecuación caracter 
particular es de la forma: 


= A cos Bz + В sen pz, 
donde A y В son coeficientes constantes indeterminados; 


b) si Pi es una raíz de la ecuación característica de multiplicidad 
p, entonces: 


tica, la solución 


y = 2" (А cos Bz + В sen Ва). 
11. Sea 
f (2) = Р (x) е cos Bz + Q (а) e** sen Bz, 
donde, P (2) y Q (2) son polinomios de z. Entonces: 
a) si a + Ві no es una raíz del polinomio característico, busque- 
mos una solución particular de la forma: 
y =U(2)e*cosBr+ V (2) е** sen Ba, 


donde U (z) y V (z) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios Р(х) y О (2); 
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b) si a + Ві es una raíz de multiplicidad џ del polinomio carac- 
terístico, busquemos una solución particular de la forma: 


y = z" [U (2) е соз Pz + V (2) e**sen Êz], 


donde U (=) y V (х) tienen el mismo significado que en el caso a). 

Observación general respecto а los casos 11 y Ш. Si en el segundo 
miembro de la ecuación se halla una expresión que contenga sólo 
cos Êz б sen фт, es preciso buscar una solución de la forma indicada 
arriba, es decir, con un seno y un coseno. En otras palabras, del 
hecho de que el segundo miembro no contenga cos Pz б sen fz de 
ninguna manera se deduce que la solución particular de la ecuación 
no contiene estas funciones. Podemos convencernos de lo último, 
examinando los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo anterior, así como el 
ejemplo 2 del párrafo presente. 


Ejemplo 4. Hallar la solución general de la ecuación 
ИУ унаа. 
Solución. Las raíces de la ecuación característica 4 — 1 = 0 son: 
k=4, k= i, k 


Hallemos la solución general de la ecuación homogénea (véase el ejem- 
plo 4 $ 22): 


t, k = —i. 


й=Сүе*--С;е-*-- Сусоз 24C, sen z. 
Busquemos una solución particular de la ecuación no homogéneo de la forma: 
у* = А013 4- Az? + Aat +H Ago 


Derivando y* cuatro veces e introduciendo las expresiones obtenidas en 
la ecuación dada, tenemos: 


Аы — Ди? — А — А; = 84 A. 
Igualemos los coeficientes de las mismas potencias de z: 


—Ap=1; —A1=0; —Az —43=1. 
Por tanto, 
p=. 
Hallemos la integral general de la ecuación no homogénea según la fór- 
mula: y=J+4y*, ecir, 


у= Сүе*--Се-®*--Сусоз т-- С, sen а— х3 —1. 
Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 
yV —y=5c08z. 


Solución. Las raíces de la ecuación característica kå — 1=0 воп: К, = 1, 
ka = —1, ‘ka = i, ką = —i. Por tanto, la solución general de la ecuación 
homogénea correspondiente es: 


9= Сех + Cor” *4 Сзсоз 2 HC sen т. 
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Luego, el segundo miembro de la ecuación no homogénea dada tiene la 


forma: 
100) = М соз z +N зеп z, 


donde М = 5, N = 0. 
Como i es una raíz simple do la ecuación característica, busquemos una 
solución particular de la forma: 


y* = z (A cos z + В sen =). 
Introduciendo esta expresión en la ecuación, hallamos: 


4А sen z — 4B cos z = 5 соз z, 
de donde 


ДА =0, —4B = 5, 
5 
ó, A=0, В=—-—. 
La solución particular de la ecuación diferencial dada es, entonces: 


وکو کم 


y la solución general es: 


рео Суваа FO, sen x x son *. 


$ 26. ECUACION DIFERENCIAL DE OSCILACIONES MECA NICAS 


El objeto del párrafo presente y de los siguientes es el estudio 
de un problema de la mecánica aplicada con ayuda de las ecuaciones 
diferenciales lineales. 

Supongamos que una carga de masa Q reposa sobre un resorte 
elástico (fig. 268). Designemos por y la desviación de la carga de 


Fig. 268 


su posición de equilibrio. Consideremos la desviación hacia abajo 
como positiva y hacia arriba, como negativa. En la posición de 
equilibrio la fuerza del peso es compensada por la elasticidad del 
resorte. Supongamos que la fuerza que tiende a volver la carga a la 
7536 
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posición de equilibrio, llamada elástica, sea proporcional a la desvia- 
ción, es decir, la fuerza elástica es igual a —ky, donde k es una magnitud 
constante рага el resorte dado (así llamada «rigidez del resorte»)*). 

Supongamos que al movimiento de la carga @ se opone una fuerza 
de resistencia proporcional a ia velocidad del movimiento de la 


Fig. 269 


carga respecto al punto más bajo del resorte, es decir: una 


fuerza —Av ‚ўе, donde A = const > 0 (amortiguador). Forme- 


mos la ecuación diferencial del movimiento de la carga sobre el 
resorte. En virtud de la segunda ley de Newton tenemos: 
Фу dy 
د‎ = у А 1 
a а ч) 


(aquí, К y A son números positivos). Hemos obtenido una ecuación 
diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes 


constantes. 
Escribámosla en la forma: 


+ + gy, (7 
donde 
КЕЧ 
0 


Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectúa 
movimientos verticales según la ley 2 = q (t). Este fenómeno puede 
tener lugar, por ejemplo, cuando el extremo inferior del resorte está 
fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a lo 
largo de un camino de relieve desigual (fig. 269). 


Los resortes cuya fuerza elástica es proporcional a la deformación se 
laman resortes con «característica lineal». 
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En este caso la fuerza elástica no es igual a —ky, sino a 
—k ly + q (J; la fuerza de resistencia será —А ly + q" (1)), 
y en lugar de la ecuación (1) obtenemos la ecuación: 


dy dy A 
«4 a ЖИ aj = le E 
Q e A A Ф(@) — Ар (1) (2) 
6 
dy dy 
Y y pa =/(0, 
de КР + qu = / (0. (2) 
donde: 


AAA 
Q 


Hemos obtenido una ecuación diferencial no homogénea de 


segundo orden. 
La ecuación (17) se llama ecuación de las oscilaciones libres; 
la (2°), de las oscilaciones forzadas. 


10 = 


$ 27. OSCILACIONES LIBRES 
Examinemos primero la ecuación de las oscilaciones libres 
y" + py + qy = 0. 
Escribamos la ecuación característica correspondiente: 


k? + pk +q =0, 
y hallemos sus raíces: 


_— pz 
Р р А = 2 
k= — o + У. ОБОК Н: EA 


2 
1) Sea >r En este caso las raíces Ду y ką son números 
reales negativos. La solución general se expresa mediante funciones 
exponenciales: 


у= Ce" + Се! (kı <0, ka <0). (1) 


De esta fórmula se deduce que cualesquiera que sean las condi- 
ciones iniciales, la desviación y tiende asintóticamente a cero, 
cuando {> оо. En el caso dado no habrán oscilaciones, puesto que 
las fuerzas de frenado son grandes en comparación con el coeficiente 
de rigidez k del resorte. 


7 
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2 
2) Sea =; entonces la raíz К, equivale a К, y ambas son 
iguales al número negativo -5 Por tanto, la solución general es: 


t 


Ds -2: = 
у= Се 2 +Cae 2 =(C,+Ca)e (2) 
Aquí la desviación también tiende a сего рага f — оо, sin embargo, 
con menor velocidad que en el caso anterior (merced a la presencia 
del factor Cı + Cat). 


y-Asen(êt+ pa) 


Fig. 270 
3) Sea p = 0, es decir, supongamos que no hay fuerza de frenado. 
La ecuación característica tiene la forma: 
№ +9 = 0, 


y sus raíces son: Кү = Pi; ka = —Bi, donde $ = Vg. 
La solución general es: 


y = Ci соз Bt + Ca sen Pl (3) 


Sustituyamos en la última fórmula las constantes arbitrarias 
С, y Сз por otras А у фо ligadas con С, y Cz por las relaciones: 


C, = A sen Po, С» = А соз фо. 

Las constantes А y qo en función de С, y C2 se determinan así: 
aA=VCi+Ci, Amargo. 

Introduciendo los valores de С; y Сз en la fórmula (3), obtenemos: 


у = А sen Ço cos Bt + А соз qo sen ft 


y = А sen (Pt + Фо). (3) 


Estas oscilaciones se llaman armónicas. Las curvas integrales 
son las sinusoides. El intervalo de tiempo T, durante el cual el 
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argumento del seno varía en 2л, se llama período de oscilaciones; 
en nuestro caso Т = 26. El número de oscilaciones durante 
el tiempo 2x se llama frecuencia de oscilaciones. En el caso dado 
la frecuencia es igual a В. La constante А que es la desviación máxima 


Fig. 271 


a partir de la posición de equilibrio se llama amplitud de movi- 
miento oscilatorio y qo es la fase inicial. La gráfica de la función (3”) 
se da en la figura 220: 


4) Sea p 0 y Leg 


En este caso las raíces de la ecuación característica son los núme- 
ros complejos: 


k= а +i, К = а —– ip, 
donde 


a=-5<0, в у, 2 


La integral general tiene la forma: 


y = e™ (С, соз Bt + Ca sen Bt) (4) 


у= Ae™' sen (Bt + фо). (4) 


Como amplitud estamos obligados a tomar la magnitud Ae“! 
que depende del tiempo. Сото а < 0, la magnitud tiende a сего 
cuando # —> оо, es decir, en este caso, se trata de oscilaciones amor- 
tiguadas. La gráfica de estas oscilaciones se da en la figura 271. 
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$ 28. OSCILACIONES FORZADAS 


La ecuación de las oscilaciones forzadas tiene la forma: 
y + py + qy = 1 (0). 


Analicemos el importante caso práctico, cuando la fuerza pertur- 
badora externa está representada por la función periódica 


Í (t) = a sen ot; 
entonces, la ecuación toma la forma 
y" + py + qy = a sen ot. (1) 
2 

1) Supongamos al principio que p0 y E < 4, es decir, las 
raíces de la ecuación característica son los números complejos 
а + if. En este caso (véase fórmulas (4) y (4') $ 27), la solución 

general de la ecuación homogénea tiene la forma: 
у= Ае“! зеп (Bt + фа). (2) 


Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea 
de la forma: 
y* = М cos wt + N sen ot. (3) 


Introduciendo esta expresión de y* en la ecuación diferencial 
original, encontramos los valores de M y N: 
рда _. y (а — oa 
U= Po (or po 


Antes de introducir los valores hallados de M y N en la igual- 
dad (3), introduzcamos las nuevas constantes A* y q*, haciendo 


М = A* sen q*, N = A* cos q*, 


es decir, 


4 =VM № = 2, 
Уба — o? +p 
Entonces, la solución particular de la ecuación no homogénea 
se puede escribir en la forma 
y* = A? sen q* cos œt + A* cos q* sen ot = A* sen (ot + ф*), 
o, en definitiva, 


. а 


Va— o? + ھم‎ 


wr M 
N 


sen (ot + q). 
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La integral general de la ecuación (1) es igual a у = y + y*, 

es decir, 
у= Ае sen (Bt + qa) + воп (0t + q". 
Va — o’? + po” 

El primer término de la suma que se encuentra en el segundo 
miembro (la solución de la ecuación homogénea) representa las 
oscilaciones amortiguadas. Este término disminuye al crecer t, 
y, por tanto, dentro de cierto intervalo de tiempo, el segundo miem- 
bro adquiere el valor principal, que determina las oscilaciones 
forzadas. La frecuencia о de estas oscilaciones es igual а la frecuen- 
cia de la fuerza externa f (t); la amplitud de las oscilaciones forzadas 
es tanto mayor, cuanto menor es p y cuanto más se acerque w* a q. 

Analicemos más detalladamente cómo la amplitud de las osci- 
laciones forzadas depende de la frecuencia w, para diferentes valo- 
res de р. Designemos рог D (w) la amplitud de las oscilaciones 
forzadas: 


D (0) = ==. 
Via — o? + ро? 

Hagamos q = fi (рага р = 0; Ê, sería igual a la frecuencia de 
las oscilaciones propias). Entonces tenemos: 


D(0) a a 
УВЕ — ®* 4- pre? в Vi 3 E 


Introduzcamos las designaciones: 


donde, A es la razón de la frecuencia de la fuerza perturbadora a la 
frecuencia de las oscilaciones libres del sistema; la constante A 
no depende de la fuerza perturbadora. La magnitud de la amplitud 
se expresa entonces por la fórmula: 

DM === 

ВУЙ — + y 

Hallemos el máximo de esta función. Este corresponderá eviden- 
temente al valor de A, para el cual el cuadrado del denominador 
sea mínimo. Pero el mínimo de la función 


Va- А3) + yo (5) 


(4) 
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se alcanza cuando 


y es igual a 


z 
Y 
Vi. 


Por tanto, la magnitud máxima de la amplitud es igual a 


Da =— 4. 
в V 1% 


Las gráficas de la función D (A) para diferentes valores de EN 
se dan en la figura 272 (para concretar las ideas, al construir las 


“| 


== 


45| 


40 


E REI 
of 025 05 075 10 125 15 175 20 2% 


Fig. 272 


gráficas, hagamos: а = 1, В; = 1). Estas curvas se Патап curvas 
de resonancia. 


Oscilaciones forzadas 105 


De la fórmula (5) se deduce que para y pequeñas el valor máximo 
de la amplitud se alcanza cuando los valores de A son próximos a la 
unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza externa es pró- 
xima a la de oscilaciones libres. Si y = 0 (por tanto, р = 0), es 
decir, si no existe resistencia al movimiento, la amplitud de las 
oscilaciones forzadas crece indefinidamente cuando A —> 1, es decir, 


para о B = Vg: 
Km р) =. 
920 


Cuando w° = q, tiene lugar el fenómeno de resonancia. 

2) Supongamos ahora que р = 0, es decir, examinemos la ecua- 
ción de oscilaciones elásticas sin resistencia, en presencia de una 
fuerza externa periódica: 


y” + qy = asen ot. (6) 
„La solución general de la ecuación homogénea es: 
Y = C, cos Bt + Ca sen ft (B? = 0). 


51 В = о, es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es 
igual a la frecuencia de las oscilaciones propias la solución particu- 
lar de la ecuación no homogénea se escribe en la forma: 


= М cos ot + N sen ot. 
Poniendo esta expresión en la ecuación de partida, hallamos 


M=0, N 


La solución general es: 


sen at. 


у= А sen (Bt + + 


Asî, el movimiento se obtiene como resultado de la superposi- 
ción de las oscilaciones propias de frecuencia § y de las oscilaciones 
forzadas de frecuencia о. 

Si В = w, es decir, la frecuencia de las oscilaciones propias 
coincide con la frecuencia de la fuerza externa, la función (3) no es 
solución de la ecuación (6). En este caso, en virtud de los resultados 
del $ 24, busquemos una solución particular de la forma 


y* = 1 (M cos ot + N sen wt). (7) 
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UN 
— gp cos ot 

La solución general es de la 
forma: 


ta tcs pt 1” 

y-1 cospi РА 

a=const 

const ¿Y 

оу к= A sen (Bt + 0o) — 2 teos ft. 
w 


El segundo término del segundo 
miembro muestra que, en este caso, 
la amplitud de las oscilaciones 
crece indefinidamente cuando el 
tiempo £ crece de la misma manera 
(t > оо). Este fenómeno que tiene 
lugar cuando la frecuencia de las 
propias oscilaciones del sistema 
coincide con la frecuencia de la 
fuerza externa, se lama resonancia. 

м La gráfica de la función y* está 
Fig. 27: dada en la figura 273. 


$ 29. SISTEMAS 


DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 


Durante la resolución de un gran número de problemas se nece- 
sita hallar las funciones уу = yı (2), Yo = Ys (2), Yn = Un (2), 
que satisfagan a un sistema de аа “diferenciales bajo la 
condición de que estas ecuaciones contienen el argumento z, las 


funciones desconocidas yı, Ya, . . ., Yn У sus derivadas. 
Examinemos el sistema de ecuaciones de primer orden: 

di 

LU falo, Yo Ya +++ Yah, 

ах 

di 

= hata, Yn Ya << Yn, 

ЖАЛ АЧТА. 4) 
dyn 


de n (Z, Yu Ya <<, Yn), ) 
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donde y1, Y2, ..., yn son las funciones desconocidas, y т es el 
argumento. 

Un sistema que tiene en los primeros miembros de las ecuaciones 
las derivadas de primer orden y en los segundos miembros no las 
tiene se llama sistema normal. 

Integrar este sistema significa determinar las funciones yy, Ya, ... 
<.. Jn, que satisfagan al sistema (1) de ecuaciones y a las condi- 
ciones iniciales dadas: 


(И) = Yio, (И) о = Уз, += 0» (Уп) ехо = но (2 
La integración del sistema de la forma (1) se realiza del modo 
siguiente, 
Derivemos la primera de las ecuaciones (1) respecto а z: 
Фу, — de Of dy, Ф... Ф Of dyn 
d? дт ' êy, dz уһ dz 
Sustituyendo las derivadas dn de dyn por sus expre- 
У dz’ аг ў dr 
siones respectivas fı, fa, ... În de las ecuaciones (1) obtenemos: 
dy 
3 = Faz, Ya -oos Yn). 
аё 2 (2, Ya Yn) 


Derivando la ecuación obtenida y procediendo de la misma 
manera hallamos: 


Фу, 


Sw F; (2, Yi Ya +... Va): 
р] a(z, м, И Yn) 
Continuando así, obtenemos en definitiva, una ecuación 
а" 
= Елба, Yi << Ша). 
De este modo hemos obtenido el sistema siguiente: 
dı 
E fie, Yun <<< Ya 
Фу 


de = 36 Un << Ша), (8) 
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De las primeras т—1 ecuaciones determinemos уз, уз... Yn» 


expresándolas en función de =, y; y las derivadas E, Es 1 ii 
т dr 
PY. 
Өз 
Ya = Pa (T, Yo Y ИТ), 
= фа o Un A A @ 


Yn = Фа (3, Yo Yn << IT. 


Poniendo estas expresiones en la última ecuación del siste- 
ma (3), obtenemos una ecuación de п — ésimo orden para hallar у: 


а" Я Ра 

Е = O (a, yy Yp о. ИЙ. (5) 
Resolviendo esta ecuación, determinemos у: 
Ya = Ya (т, Ct, Ca, <.» Cn). (6) 
Derivando esta expresión n—1 veces hallemos las derivadas 
1 

и, Se, эе и como funciones de z, Сү, Co, ‚ Cno 
Sustituyendo estas funciones en (4), determinemos yz, уз, ..., Yn: 

Ya= Ya (т, Cp Ca, <<, Cn), 
HUSA» m 

Yn = Yn (т, Cs, Ca, «<<, Cn). 


Para que la solución obtenida satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas (2), es suficiente determinar de las ecuaciones (6) y (7) 
los valores correspondientes de las constantes Ci, Сз, ..., 
(como hemos hecho en el caso de una sola ecuación diferencial). 


Observación 1. Si el sistema (1) es lineal respecto a las funcio- 
nes desconocidas, la ecuación (5) será también lineal. 


Ejemplo 1. Integrar el sistema: 
ЗУ уаз, F= 435422 (a) 


con las condiciones iniciales: 


(Wa=o=1 (2o = (b) 
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Solución: 
1) Derivando la primera ecuación respecto a т, tenemos: 
dy _ dy , dz 
Че” a 
Sustituyendo aquí las expresiones 42 y 25, tomadas de las ccuacio- 
nes (a), obtenemos: 
dy 
ШЕ иаа) + (áy 3+22) +1 


ащ 
Ты = —30—22+3ғ+1. є) 


2) De la primera ecuación del sistema (a) hallamos: 


(4) 
у, haciendo la sustitución en la ecuación (с), obtenemos: 
dy d 
А аат 3—2 (Fhua) ае 
dy „ау 
Ta tge tuer. (e) 
La solución general de la última ecuación es: 
y= (C+ Caz) 784529 0 
y en virtud de (d): 
2=(C¿—20,—20 92) = — 62 +14. (8) 


Elijamos las constantes Сү y Сз de manera que se satisfagan las condi- 
ciones iniciales (b): 
(0) о =1, (=p =0- 
Entonces de las igualdades (f) y (g) se deduce: 
1=C,—9; 0=C¿—2C,+14, 


de donde: C¿=10; С. =6. 
Por consiguiente, la solución que satisface a las ecuaciones iniciales 


dadas (Ь) toma la forma: 


y=(104+67)e 452—9, 2=(—14—125) e7*—62+ 14. 


Observación (2). En los razonamientos expuestos hemos supues- 
to que es posible determinar las funciones уз, уз, ... yn de las 
primeras (n — 1) ecuaciones del sistema (3). Pero, puede ocurrir 
que las variables уз, ... у, se eliminan del número menor que 
de n ecuaciones. Entonces para determinar y obtenemos una ecua- 
ción de orden inferior a n. 


110 Ecuaciones diferenciales 


Ejemplo 2. Integrar el sistema: 


4: 4 4 

rta +. +. 

Solución. Derivando la primera ecuación respecto a t, hallamos: 
diz dy , de _ dez _ 
AS 


Eliminando las variables y y z de las ecuaciones 


obtenemos una ecuación de segundo orden respecto a 


diz dr 
pog e” 


Integrándo esta ecuación obtenemos su solución general: 


z= Ce"! 4 Cet, (a) 
de donde hallamos: 
Ж - Ce LIC y у= E —з= Ce 420 gent — W 


Poniendo las expresiones halladas para х e y en la tercei 
sistema dado, obtenemos una ecuación que permite determinar 


E or rd 
+= 3C0. 


Integrando esta ecuación, hallamos 


2=0367t -H Cent, 
Pero, entonces, en virtud de las ecuaciones (В) obtenemos 
v= — (C14 Ca) emt Cot, 


Las ecuaciones (а), (6) y (ү) dan la solución general del sistema propuesto. 


Las ecuaciones diferenciales de un sistema pueden contener 
las derivadas de órdenes superiores. En este caso se forma el 
sistema de las ecuaciones diferenciales de órdenes superiores. 


Asi, por ejemplo, el problema del movimiento de un punto material bajo 
la acción de la fuerza F se reduce а un sistema de tres ecuaciones diferenciales 
de segundo orden. Sean Fx, Ру, F las proyecciones de la fuerza F sobre los 
ejes de coordenadas. La posición del punto en cada instante £ se determina 
por sus coordenadas z, y, z. Por consiguiente, т. y. 2, son funciones de t. Las 
proyecciones del vector de la velocidad del punto material sobre los ejes de 
coordenadas seran: 


CE E 
da’ a’ “dr” 
Supongamos que la fuerza FF y, por consiguiente, sus proyecciones Fy, 
Fy, F; dependen del tiempo ¢, las posiciones z, y, z del punto y de la velo: 
z 


diii „âr dy 
cidad de su movimiento, es decir f, Z, F. 


Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 111 


Las funciones buscadas en este problema son: 
z= z(t), y = y (t), 2= 2 (0). 


Estas funciones se determinan a partir de las ecuaciones de la dinámica 
(ley de Newton): 


diz _ de dy dz \ 

nt (benag ао a) 
ау _ dz dy dz 

пае (bens -a ч, а) ® 
des _ de dy dz 

mg = (вене dro Ca? i ` 


Hemos obtenido un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. Si el movimiento es plano, es decir, si la trayectoria es una curva plana 
(que yace, por ejemplo, en el plano Огу), obtenemos un sistema de dos ecuacio- 
nes para determinar las funciones = (1) е y (t): 


dz dr dy 

пат (a q aF) ө 
dy, dz dy 

mr =» (o о Ош) (10) 


Se puedo resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de órdenes supe- 
riores, reduciéndolo a un sistema de ecuaciones de primer orden, Utilizando, 
por ejemplo, las ecuaciones (9) y (10), mostremos el método de la resolución: 
Introduzcamos las designaciones: 


dr dy 
de ‘at 


Entonces: 
diz du ду do 
CT dê at’ 
El sistema de dos ecuaciones (9) y (10) de segundo orden con dos funcio- 
nes z (1 e y (£) desconocidas se sustituye por un sistema de cuatro ocuaciones 


de primer orden con cuatro funciones desconocidas z, y, и, v: 
= E: n 
dt а 


т Fy (6, z, у шй), 


do 
ma =Py (fy Z, y, u, v). 


Notemos en conclusión, que este método general para solucionar los siste- 
mas de ecuaciones diferenciales se puede reemplazar, en algunos casos concre- 
tos, por uno u otro procedimiento artificial que conduce más rápidamente al 
objetivo. 

¡Ejemplo 3. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones diferen- 
ciales. 


dy, ds 
dr Су 
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Solución. Derivemos ambos miembros de la primera ecuación dos veces 
consecutivas respecto a z: 


ET 


2 
Pero, zy, por consiguiente, obtenemos la ecuación de cuarto orden: 


Integrando esta ecuación, obtenemos su solución general (véase $ 22, 
ejemplo 4, cap. XIII, tomo П). 


у=Се*--Суе-х--Су cos z-+C зеп z, 


А 
Hallando de esta ecuación J y sustituyendo esta expresión en la pri- 
mera ecuación determinamos z: 


в=Сүе®--Се-*—Сусов z— C зеп т. 


$ 30. SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
CON COEFICIENTES CONSTANTES 


Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 
dz, 
ш аңа + авт о. + nn, 


Яз. 
dt = ан, + aza +... F anîn, a 


dtn 
e TOt зз t ... annn, 


donde los coeficientes a;, son constantes. Además, t es el argumento; 
ац (0), Za (f), - . ., Zn (0 son las funciones desconocidas. El siste- 
ma (1) se llama sistema de ecuaciones diferenciales lineales homo- 
géneas con coeficientes constantes. 

Como hemos indicado en el párrafo anterior se puede resolver 
este sistema, reduciéndolo a una ecuación de orden n, la cual, en el 
caso concreto dado será lineal (véase la observación 1 del párrafo 
anterior). Sin embargo, se puede resolver el sistema (1) por otro 
método, sin reducirlo a la ecuación de n-ésimo orden. Este método 
permite analizar, de manera más ilustrativa, el caracter de las solu- 
ciones. 
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Busquemos una solución particular del sistema en la forma 
siguiente; 


ан = щей, za = азем, ..., т, = алем. (2) 


Es preciso determinar las constantes «ү, 9з, ..., an у k de 
modo que las funciones оек, ase", ..., ae“ satisfagan el sistema 
de ecuaciones (1). Sustituyéndolas en el sistema (1), obtenemos: 


Каде! == (ацал + anar + -o алал) e, 
Боде! = (aa, + gto + ... + anan) е, 


kane"! = (ао + Anata FE... + annan) e". 


Simplificamos рог e*. Transponiendo todos los términos a un lado 
y reuniendo los coeficientes de а;, Gs, . . ., а, obtenemos el sistema 
de ecuaciones: 


(ац — К) а, -H аваз 4... H nan =0, 
аел + (an — В) аз 4... Eon =0, 
Оба + Onoto.» + (ânn — k) an = 0. 


Elijamos а, аз, .. ., а, у k tales que se satisfaga el sistema (3). 
Es un sistema de las ecuaciones algebraicas lineales respecto a 


(3) 


а, Qoysa Ga. Formemos el determinante dol sistema (3): 
ац = k аһ 
AM=| ““ Жш a (4) 
а жй ss Кад) 
Si k es tal que el determinante А se diferencia de cero, el sistema (3) 
tiene sólo las soluciones nulas: @ = аз = ... =a, = 0, y, por 
tanto, las fórmulas (2) nos dan solamente las soluciones triviales: 
z (9) = z: (0) = = Ta (1) = 0. 


Por consiguiente, obtenemos las soluciones no triviales (2) sólo 
para tales k que reducen el determinante (4) а cero. Así llegamos 
a la ecuación de n-ésimo orden para determinar k: 


Sk a it 


#536 
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Esta ecuación se llama ecuación característica para el siste- 
ma (1), y sus raíces se llaman raíces de la ecuación característica. 

Examinemos algunos casos eventuales: 

1. Las raíces de la ecuación característica son reales y diferentes. 
Designamos рог Кү, kz, .. ., kn las raíces de la ecuación caracte- 
rística. Escribimos el sistema (3) para cada raíz К, y determinamos 
los coeficientes. 


aP, aP, n ош. 


Se puede demostrar que uno de los coeficientes es arbitrario; puede ser 
igual a 1. De este modo obtenemos: 
para la ráiz Кү, la solución del sistema (1) es 
аен, E = ae, 
para la raíz kz, la solución del sistema (1) es 


САТ С A [Г] А 
¿Pat PU, PP; 


para la raíz k, la solución del sistema (1) es 


209 ает, LP سے‎ ehnt, yA LP aent, 
Mediante la sustitución directa en las ecuaciones convencemos 
de que el sistema de funciones 
4i zi 4 
z= Cae + Cafes + ant, 


CaP Садо -- Слабке“! 


(6) 
ae + O A 
donde Cy, Сз, ..., С, son constantes arbitrarias, también es la 
solución del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Esta es la solu- 
ción general del sistema (1). 

Es fácil demostrar que se puede hallar tales valores de las cons- 
tantes para los cuales la solución satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas. 


Ejemplo 1. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones 


de dra 

Toata 

Solución. Formemos la ecuación característi 
2k 2 

م3 4 


11-32, 
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ó ка—5к--4=0. Hallamos sus raíces: 
ki=1, ko=4. 
Buscamos la solución del sistema en la forma: 


af afet, Page 
* 2P=apet, papal, 
Formemos el sistema (3) рага la raíz ki=1 у determinemos af” у af: 

(2—1) af 4.2040 = 

Тад (3—1) af? =0 

aP +204 =0, 

apap = 0, 


Así 


de donde: af = — af». Poniendo |) —1, obtenemos: afl = — 
т 


hemos obtenido la solución del sistema: 
1 
не, afm get, 


Formomos, ahora, el sistema (3) para la raíz k= 4 y determinemos af” 
уар: 
—2afP 2а =0, 


a — 2a =0, 


de donde: af" а y af? =1, af? =1. Obtenemos pues, la segunda solución 
del sistem: 


‚ «еен, 

La solución general del sistema será [véase (6)]: 
а= Сл Сои, 

сисек, 


П. Las raíces de la ecuación característica son distintas, pero 
incluyen raíces complejas. Supongamos que entre las raíces de la 
ecuación característica hay dos raíces complejas conjugadas: 


kı = a + iB, ka = a — if. 
A estas raíces corresponden las soluciones: 


mate t 4,2... п), (7) 
Lap G=1,2...m (8) 
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Los coeficientes af” y af se determinan del sistema de ecuacio- 
“nes (3). 

Igual que en $ 21 (cap. XIII), se puede mostrar que las partes 
real e imaginaria de la solución compleja son también soluciones. 
De esta manera obtenemos dos soluciones particulares: 


IP = e“ (AP cos Bz + A sen Bz), ) 


ZP = е (Ej sen Bz + if cos Ba), 9 


donde Af", AP, 5", AP son números reales, determinados median- 
te aP y ат 

Las combinaciones correspondientes de las funciones (9) entran 
en la solución general del sistema; 


Ejemplo 2. Hallar la solución general dol sistema 
а= 


= пазь 
El m 
E = 221529, 
Solución. Formemos la ecuación caractéris 
ik 1 
—2 —5—k „i 


6 K2412k-+37=0 y encontremos sus raíces: 
ki=—64i, k= 6—6 
Sustituyendo k; = —6-+i en el sistema (3), hallamos: 
apt, ai 
Escribimos la solución (7): 


aD pe, зы 


141 e 6408, (7) 
Sustituyendo kg=—6—1 en el sistema (3), hallamos: 
aml, a= =i. 


Obtengamos el segundo sistema de las soluciones (8): 
цеен, ¿Ple 


(8) 


Escribimos en otra forma la solución (7) 


200 ett (cos tt sent), т}! = (1-4-1) e78 (cos 1-1-1 sen 1) 
6 


200 =е-®! cos t-te“ sent, 

200 = e76! (cos 1— зеп 1)--1е-%! (соз t+ sen 1). 
Escribimos en otra forma la solución (8'): 

xp —=е-% cos t — ie! sen £, 

zf? =e781 (cos (—sen 1) — 1278 (cos t 4 sen t). 
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Como los sistemas de las soluciones particulares podemos tomar las partes 
reales e imaginarias por separado 
) (9) 
11 Сует! cos 24 Cae”! sont, 


z= Сүе-%! (cos t— sen 1)-}-Cae”8! (cos t+ sen 1). 


ZP = eê! cost, 


I9 = e-t! sen t, 359 = e76! (cos t-+ sen 1). 


La solución general del sistema es: 


De modo análogo se puede hallar la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superiores con coefi- 
cientes constantes. 

En la mecánica y la teoría de circuitos eléctricos se estudia, por 
ejemplo, la solución del sistema de ecuaciones diferenciales de 
segundo orden 


СҮ = ayt + ашу, 
, (10) 
e = ant + ашу. 


Luego buscamos la solución en la forma: 
z= ath, уре. 


Introduciendo estas expresiones en el sistema (10) y simplificando 
рог e", obtenemos un sistema de ecuaciones para determinar 
a, Вуд: 


(ан — K) a + anp =0, } an 
ама + (ав — k’) p = 0. 

Siendo a y ф distintas de cero, se determinan solamente cuando el 
determinante del sistema es igual a cero: 


аа— аш 


3 E, =0: (12) 


Esta es la ecuación característica para el sistema (10). Es la ecua- 
ción de cuarto orden respecto а К. Sean ky, ks, ka, ką sus raíces 
(supongamos que las raíces son diferentes). Para cada raíz k; del 
sistema (11) hallamos los valores de a y б. Igual que en el caso (6) 
la solución general tiene la forma: 


х= Cae" + a a ao 
y= Ce" + Cap Pe" 4 Cap e ego 
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Si entre las raíces hay unas complejas, a cada par de raíces 
complejas en la solución general corresponden las expresiones de 
la forma (9). 


Ejemplo 3. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 
dy 
а ЕЁ 


ge Solución. Eseribamos la ecuación característica (12) y encontremos sus 
raíces: 


12 —á 
1 i=j 
к=, ka=—i, k= V3, k=- ИЗ. 
Buscamos la solución en la forma: 
zl = «Чейн, у= рне, 
z= met, y» = Berit, 
nane, y= pine, 
soma КЗ, yop VE, 
Del sistema (11) encontramos at y Bu; 


abi, Pp 


+. 

amar ф®=+, 
ph, 
ве. 


Escribimos las soluciones complejas: 


rb=ei=cost 4 isent, y (cos 1 4-і sent), 


zeit =cost1—i sent, y% (cos 2—1 sen 1). 


por separado forman las soluciones: 


Las partes real e imaginaria, tomad 


TM=cost, y 


4. 
gosb 


Z®=sent, y = sent. 


Escribimos, ahora, la solución general: 
з= Сү соз1+-Су sen СУ +e V, 


y=C cost + Casen Со E 
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Observación. No hemos analizado aquí el caso de raíces múl- 
tiples de la ecuación característica que está fuera de las tareas del 
libro presente. 


$ 31. NOCION SOBRE LA TEORIA 
DE LA ESTABILIDAD DE LIAPUNOV 


Como las soluciones de la mayoría de las ecuaciones diferen- 
ciales y de los sistemas de ecuaciones no se expresan mediante fun- 
ciones elementales o cuadraturas, en estos casos, para resolver las 
ecuaciones diferenciales concretas, se usan los métodos de integra- 
ción aproximada. Ya hemos dado algunas nociones de estos métodos 
en el $ 3 (capítulo XIII tomo II); otros métodos los analizaremos 
en los $$ 32-34 y también en el capítulo XVI. 

La deficiencia de estos métodos es que ellos dan sólo una solu- 
ción particular; para obtener otras soluciones particulares es preciso 
realizar de nuevo todos los cálculos. Conociendo una solución раг- 
ticular, no se puede juzgar sobre el carácter de las otras soluciones. 

En muchos problemas de mecánica y técnica tiene importancia 
saber no los valores concretos de la solución correspondientes a los 
valores concretos dados del argumento, sino el carácter de varia- 
ción de la solución cuando cambia el argumento y, en particular, 
cuando éste crece indefinidamente. Por ejemplo, tiene importancia 
saber, si las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales 
dadas son periódicas, o si ellas tiendén asintóticamente hacia una 
función conocida, etc. Estos problemas son de la teoría cualitativa 
de las ecuaciones diferenciales. 

La cuestión de la estabilidad de una solución o de un movimiento 
es uno de los problemas fundamentales de la teoría cualitativa; 
este problema fue detalladamente analizado por el célebre matemá- 
tico ruso A. М. Liapunov (1857-1918). 

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales: 


= f(b, x, у), 


dy (1 
e A t 
Ж Һа z, y) 


Sean х = z (t) e y = y (t) las soluciones de este sistema que satis- 
fagan las condiciones iniciales: 


Ti=o = To, я 
1 
Yi=o= Yo- | @ 
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Sean, además, т = z (f) e y = y (0) las soluciones del sistema (1) 
que satisfagan a las condiciones iniciales: 


| «э 


Definición. Las soluciones z = z (1) e у = y (0), que satisfagan 
las ecuaciones (1) y las condiciones iniciales (1°), se llaman esta- 
bles, según Liapunov, cuando t> co, si para todo e > 0, por pequeño 
que sea, existe 6 > 0 tal que para todos los valores de / > 0 se 
verificarán las desigualdades 


120) – 20 1|<е, 
m } (2) 
150 —y(0|<e, 
si las condiciones iniciales satisfacen las desigualdades: 
Zo — T| <8, 
[2—1 ) @ 
lh — y| <ò. 


Aclaremos el significado de esta definición. De las desigualda- 
des (2) y (3) se deduce que, si son pequeñas las variaciones de las 
condiciones iniciales, las soluciones correspondientes varían poco, 
cualesquiera que sean los valores positivos de t. Si el sistema 
de ecuaciones diferenciales describe cierto movimiento, entonces, 
siendo estables las soluciones, el carácter de movimiento varía poco 
cuando los cambios de las condiciones iniciales son pequeños. 


Analicemos esto en el ejemplo de una ecuación de primer orden. 
Sea la ecuación diferencial 


Hyh. в) 
Su solución general es la función 
y=Cet4A4. (b) 
Hallemos la solución particular que satisface a Ја condición inicial 
Vimi. (e) 


Es evidente que esta solución, y=1, se obtiene cuando C=0 (fig. 274). 
Encontremos, ahora, la solución particular que satisfaga la condición inicial 


Vimo =o: 
De la ecuación (b) hallemos el valor de C: 
ю=С+1, 
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de donde: ы 
с=ў»—1. 


Sustituyendo este valor de С en la ecuación (b), obtenemos: 
у= (ф—1)е!+1. 
Es evidente que la solución y=1 es estable. En efecto, 
у 0 =li) et 41]-1=(0—D et —› 0 
cuando t—>00. 


Fig. 274 


Por consiguiente, la desigualdad (3) se verifica para e cualquiera, 
siempre cuando se cumple la desigualdad 


(v—1)=0< e. 
Examinemos luego el sistema de ecuaciones: 


e = ez + ду, 
(4) 
dy 
EN 
арте + by, 


suponiendo que los coeficientes а, b, c, g son constantes у g0. 
Aclaremos a qué condiciones deben satisfacer los coeficientes 
para que la solución z = 0, y = 0, del sistema (4) sea estable. 
Derivando la ecuación primera y eliminando y, obtenemos una 
ecuación de segundo orden: 


de ах dy ат 
ا س‎ ad 00 
Set (2а) 
ó 
e dz 
т — (b+ e) de (ag — be)x=0. (5) 
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Su ecuación característica tiene la forma: 
2 — (b + e) А — (ag — be) = 0. (6) 
Designemos las raíces de la ecuación característica por А у Аз. 


Son posibles los casos siguientes. 
1. Las raíces de la ecuación característica son reales, negativas 


y distintas: 
M4 < 0, da <0, № Æ №. 
Entonces, 


а= Сеч БС", 
veut Go. 
La solución que satisface a las condiciones iniciales 


а-ал Yl=o=Y 


es: 
q Po + Edo — Toda Аи РЕ Zoda — с» — YE għat, 
м-№ . y — A 
مما ت ]| د ے‎ ои 
Е м—М (7) 


төх — C29 — YB y y gat 
+ он 0а — с) е 1. 


De las últimas fórmulas se deduce que para cualquier e > 0 
se puede elegir х, e yo suficientemente pequeños de modo que 
para todos t > 0 tenemos: 


[=()|<e, |000 | <e, puesto que “<1 y <1. 


Por tanto, en este caso la solución т = 0, y = 0 es estable. 
ean А = 0, А < 0. En este caso: 


z=0, + 0, 
y= Goe Ch 


y, como en el caso anterior, la solución es estable. 
3. Sea №, = А, < 0. En este caso: 


z= (С, + Сз)“, 
y= Ci u+ Cl H ut — ch). 
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Puesto que 
tet>0, e*>0, cuando t> оо, 


entonees, рага C, y Сг suficientemente pequeñas (es decir, cuando 
zo € yo son suficientemente pequeños) será: 


Iz(t)|<ee |y(t)|<e para cualquier £>0. 


La solución es estable. 
Мм = № = 0. En este caso tenemos: 


z= Cy + Cat, 
1 
и [— eC + Ca— Си]. 


Vemos que por pequeña que sea С, # 0, tanto =, como y tienden 
al infinito (cuando 2 — оо), es decir, la solución ез ines- 
table. 
5. Supongamos que por lo menos una de las raíces A, у А sea 
positiva, por ejemplo, A, > 0. 
De la fórmula (7) se deduce que, por pequeños que sean 
2° e yo, si 
сто + 8yo — 200 # 0, 
es decir, si С; 3 0, entonces | = (t) | + oo cuando t —> оо. 
Por tanto, en este caso la solución también es inestable. 
6. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 
la parte real negativa: 
A = a + i | 
O 0 
En este caso: 


Се" sen (Pt + 6), А 
(8) 


т 


y= Ce [fa — e) son (Bt + 8) + Bcos (B+ 8) 
Es evidente que para todo e>0 se puede elegir Zo e yo de tal 


modo que sea |[C|<e y leel+iBl o, y, Por consiguiente, 
14] E 


lz l<e e ly() |<e. 


La solución es estable. 
7. Las raíces de la ecuación característica son números puramente 


imaginarios: 
м = Pl, А = —Bl. 
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En este caso: 


=C sen (Bt + б), 


y= C[Bcos (ft + 6) — esen (Bt -+ 5)], 


es decir, z (t) e y (t) son funciones periódicas de /. Como en el caso 
anterior verifiquemos que la solución es estable. 

8. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 
la parte real positiva (а > 0). 

De las fórmulas (8) se deduce que por pequeños que sean 
Zo € yo (es decir, por pequeñas que sean С = 0), las magnitudes 
[z (0 | e !y (0 | pueden tomar los valores grandes cualesquiera 
que sean, cuando / crece, puesto que е —- oo cuando t —> оо. La 
solución es inestable. 

Para dar un criterio general de la estabilidad de la solución 
del sistema (4), procedamos de la manera siguiente. 

Escribamos las raíces de la ecuación característica en forma de 
los números complejos: 


= +, Ao = Aa A Da 
(si las raíces son reales, A?* = 0 y AJ* = 0). 

Representemos las raíces de la ecuación caract ica mediante 
los puntos en el plano de la variable compleja 2*2**, Entonces, 
partiendo de los ocho casos examinados, se puede formular la con- 
dición de estabilidad de la solución del sistema (4) en la forma 
siguiente: 

Si ninguna de las raíces ky, àz de la ecuación característica (6) 
se encuentra a la derecha del eje imaginario y si por lo menos una 
de las raíces es distinta de cero, la solución es estable; si ambas raíces 
son nulas o por lo menos una de las raíces está a la derecha del eje ima- 
ginario, la solución es inestable. 

Examinemos ahora el sistema más general de ecuaciones: 


a+ gy + Р(х, у), 
(4) 
= ах + by + Q(z, y). 


Aparte de los casos excepcionales, la solución de tal sistema no se 
expresa mediante las funciones elementales y las cuadraturas. 

Para determinar que las soluciones de este sistema son estables 
o inestables, las comparan con las soluciones de un sistema lineal. 
Supongamos que cuando х + 0 е y— 0, las funciones Р (z, y) 
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y Q (z, y) también tienden a cero con mayor rapidez que p, donde 
p = Vz + y5; en otras palabras 

lim 26 Do; lim LE Y 
o=o p озо p 


Entonces se puede demostrar que aparte de un caso excepcional, 
la solución del sistema (4) es estable siempre y cuando lo es la 
solución del sistema 


e+ gn 
(4) 
dy 
ди by, 
a OY 


y ез inestable siempre y cuando es inestable la solución del siste- 
ma (4). La excepción es el caso, en que ambas raíces de la ecuación 
característica se encuentran en el eje imaginario. Entonces es 
mucho más difícil resolver el problema de la estabilidad o inesta- 
bilidad de la solución del sistema (4'). 

А. М. Liapunov *) analizó el problema de la estabilidad do las 
soluciones de los sistemas de ecuaciones partiendo de las suposicio- 
nes bastante generales respecto a la forma de estas ecuaciones. 


$ 32. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN POR EL MÉTODO DE EULER 


Examinemos aquí dos métodos de solución numérica de la 
ecuación diferencial de primer orden. En este párrafo analicemos 
el método de Euler. 

Hallemos la soluc; 


ón aproximada de la ecuación 


di 
=f 0 (0 


en el segmento [zo, b] que satisfaga la condición inicial: у = yo 
рага т = хо. Dividamos el segmento [zo, b] mediante los puntos 
. .., Ta = Б en п partes iguales (aquí, т < тү < z; 
J. ` Designemos: zı — zo = zs — %4 =... 
Az = h, por tanto, 


م ےم 


п 


*) А. М. Liapunov. «Problema general de la estabilidad de movimien- 
to», 1935, 
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Sea y = q (x) cierta solución aproximada de la ecuación (1), y 


Yo = Фф (2), Y = Q (2), - - -s Yn = P (Tn). 
Designemos: 
Ayo = Ya — Yo, Ayi = Ya — Yn - -s AYn-t = Yn — Yni- 
En cada uno de los puntos Zo, 21, . - ., х, en la ecuación (1) susti- 
tuyamos la derivada por la razón de diferencias finitas: 
Ay 
L Ha, Y, 2 
Rê Hz, y) (2) 
Ау = f(z, y) Az. (2) 
Cuando z = хо tenemos: 
A 
Le — f (zo, Yo, Ayo = f (Zo Yo) Az 
Az 


ó 
Ys Шо = f (Zo, Yo) h. 

En esta igualdad zo, yo, h son conocidos, Por tanto, hallamos: 
Ya = Yo + f (Zos Yo) h. 

Cuando т = z, la ecuación (2°) toma la forma: 


Я Ay = f (zı, yı) h 
ó 


Y2 — уа = Í (Zn Yı) h, Ya = Y + f (zı, Y) В. 


Aquí tenemos conocidos т, yı, h y determinamos yo. 
De modo análogo encontramos: 


Ys = Ya + f (Za, Y2) h, 


Yn = ла + f (аа-а, Ма-а) В. 
Pues hemos hallado los valores aproximados 


0 Xo X Xz ху x dela solución en los puntos zo, 21, ..., Tn. 
Uniendo en el plano de coordenadas los pun- 
Fig. 275 tos (Zo, Yo), (т, Y1), - - -, (Zn, Yn) mediante 


los segmentos de recta obtenemos una línea 

quebrada que es la representación aproximada de la línea inte- 
gral (fig. 275). Esta línea se llama linea quebrada de Euler. 

Observación. Designemos por y = qa (т) la solución aproximada 

de la ecuación (1) que corresponde a la línea quebrada de Euler 
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cuando Az = k. Se puede demostrar que, si existe una solución 
única y = ф* (х) de la ecuación (1) que satisface a las condicio- 
nes iniciales y está definida en el segmento [zp, b], entonces 
lim | Pa (2) — ф* (2) | = 0 para todo z del segmento [zp, bl. 
140 


Ejemplo. Hallar el valor aproximado de la solución de la ecuación 

И =у+ г, 
рага z = 1, que satisfaga а la condición inicial: yo = 
Solución. Dividamos el sogmento [0,1] en 10 partes mediante los puntos 


zo = 0; 0,1; 0,2; ...; 1,0. Por tanto, А = 0,1. Determinemos los valores 
и» V2, ۰.<, Yn Por la fórmula (2): 


cuando zo = 0. 


Ayn == (yn + zh) h 


уаз = Un F (yn H zx) ho 
De este modo obtenemos: 


и = 1+ (1+ 0)-0,4 
1,14 (1,1-+ 0,1-0, 


1+01=14,1, 
1,21, 


Durante la solución formemos la tabla: 


Vich xk Aun = (u ЕД 
1,000 0,100 
1,200 0,120 
1,420 0,142 
1,620 0,162 
1,924 0,1924 
2,2464 0,2216 
2,5380 0,2538 
2,8918 0,2812 
3,2730 0,3273 
3,7003 0,3700 


3,1703. La solución precisa 


Hemos encontrado el valor aproximado y | «-, 
ones iniciales indicadas es: 


de la ecuación dada, que satisface las condi 


у= 2е®—:—1. 
Por consiguiente, 
иаа = 2 (e — 1) = 3,4365. 
0,2662 _ Е 
FG = 00172 8%. 


El error absoluto es 0,2662, el error relativo es 
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$ 33. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIA LES 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS, 
BASADO EN EL EMPLEO DE LA FFRMULA DE TAYLOR. 
METODO DE ADAMS 


Busquemos de nuevo la solución de la ecuación 
y = f(z, y (0 
en el segmento (Zo, b] que satisface a la condición inicial: у = yo, 


cuando = = го. Introduzcamos las designaciones necesarias рага 
lo sucesivo. Los valores aproximados de la solución en los puntos 


Lo Zp Za << En 
serán 
Yor Ya» Ya Un. 
Las primeras diferencias o las de primer orden son: 
Ayo = уе о Ду = уа <<<, Yna Уа Yn- 

Las segundas diferencias o las de segundo orden son: 

Ayo = Ayı — Ayo = Ya — 41 + Yor 
а 2a + yn 


Азу а= Луп а — Айп-а = Yn — Yni + Yne- 
Las diferencias de las segundas diferencias se llaman diferencias 
de tercer orden, etc. Designemos los valores aproximados de las 
derivadas mediante y% Vj, ..., Yi los valores aproximados de 
segundas derivadas, mediante у, 07, ..., у, etc. De modo an 
logo determinemos las primeras diferencias de las derivadas: 
Ауу = уу Ал Yi Yo <s, Айа = Yn Yasi 
las segundas diferencias б. las derivad: 
Ay = Ауу — Aya Абу, = Ду — Ли, 


ES AS 
etc. 
Escribamos, ahora la fórmula de Taylor para solucionar la 
ecuación en la vecindad del punto = == ту (tomo I, сар. IV, $ 6, 
formula (6)): 


2 
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En esta fórmula yo está conocido y los valores de las derivadas 
Ур Yp - - - determinamos de la ecuación (1) del modo siguiente. 
Sustituyendo los valores iniciales лу e yo en el segundo miembro 
de la ecuación (1), hallamos y;: 4 


Vo= f (Zo Yo). 
Derivando los términos de la ecuación (1) respecto a z, obtenemos: 
„01 07 „ 
РС АЕ ИРД (3) 
ачаа әу (9) 
Introduciendo en el segundo miembro los valores de Zo, Yo, Yo 
hallamos: 
ЛЕА ) 
dd (4 Pa اکر‎ 


Derivando una vez más la igualdad (3) respecto a х y sustituyendo 
los valores de zo, Yo, Yo» Ys) encontramos y4. Continuando de 
esta manera*), podemos hallar los valores de las derivadas de cual- 
quier orden рага z = zp. En el segundo miembro de la fórmula 2 
son conocidos todos los términos a excepción del término comple- 
mentario R,,. De este modo, menospreciando el término complemen- 
tario, podemos obtener los valores aproximados de la solución para 
cualquier valor de z; la precisión de los mismos depende de la mag- 
nitud | z — zo | y del número de los términos del desarrollo. 

En el método dado abajo, determinemos por la fórmula (2) 
sólo unos cuantos primeros valores de y, cuando | = — т, | es peque- 
ño. Determinemos los valores de y, e y, рага xz, = xy + h y para 
ж; = ту + 2h, tomando cuatro términos del desarrollo (yọ está 
conocido de las condiciones iniciales): 


И ИТЕ 
YY h+ g Yo» 4%) 
2h. (W? RAY „ A 
= + О R g w 


Consideremos, pues, que son conocidos tres valores**) de la fun- 
ción: Yo, yı, уз. Basándonos en estos valores y utilizando la ecua- 
ción (1), determinamos: 


=f (to Yo), Yi=1H(%4 YD, == f (te Ya. 


*) En adelante supongamos que la función f (=, y) es tantas veces deri- 

vable respecto a z e y, cuantas veces sea necesario en nuestros razonamientos. 

**) Si tratamos de encontrar la solución con mayor exactitud, necesitamos 
calcular más que los primeros tres valores de y. 


9-536 
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Conociendo у, y;, у;, podemos determinar Ay, Ay;, A*y;. Los resul- 
tados del cálculo anotemos en la tabla: 


[>= [= 


х | v v 
0 Yo Yo 
ЫВ AY 
em и # | К? 
| Avi 
z= z04 2h Ya и ш 
2n-2=20+(k—2) h Un-2 vh-2 
| as 
Tp 170) (F— 1) А Ya Vhs | Ati 
| EZ 
та = zo kh | Un ГА 


Supongamos, ahora, que conocemos los valores de la solución 


Yor Ша, Иг, + - Yn 
A base de estos valores, utilizando la ecuación (1), podemos cal- 


cular los valores de las derivadas 


Yo Yi Ya 


y, por consiguiente, 


Ayo, Ай, 


No Ai .. 


№. 


Bas 


Aya. 
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Determinemos el valor de yx +: por la fórmula de Taylor, haciendo 


а=тк, T= Try =T Hh: 


NTE A M a һ" 
Yn = Yn р vi +h раи БАИ + Rw 


Limitemos en nuestro caso соп cuatro términos del desarrollo: 


ГЫ 


Vara = ntr ъъ. К. (5) 


En esta fórmula у; e yf son desconocidos. Tratemos de hallarlos 
mediante las diferencias conocidas de primer y segundo órdenes, 

Presentemos previamente ур, por la fórmula de Taylor, hacien- 
do a = Zp, z — a = —h: 


2 , —h „ h? „ 
misht a A и, (6) 
e yi-2, haciendo а = zy, 2— а = —2h: 
2hy pa 
Y ey 28 1 Pi y Y (7) 
Do la igualdad (6) hallamos: 
==? y — (8) 


1 


Restando de los términos de la igualdad (6) los de la igualdad (7), 
obtenemos: 


P » е к„ ЗК 
a — №2 = Aya q YA — 3 Y (9) 


De las (8) y (9) hallamos: 
Aria Дуро = Aia = Mk, 


á 
کک‎ h- r (10) 
Poniendo la expresión yx” en la ecuación (8), tenemos: 
p Mia А°й—‹ 
= g E, 11 
Ye Ê + эһ (11) 


ge 
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Así, hemos hallado y; e yx. Poniendo las expresiones (10) y (11) 
en е] desarrollo (5), obtenemos: 


Ж Жы Эй. 
Ye = Ya q h y Айа р А-2. (12) 


Esta es la llamada fórmula de га de cuatro términos. La fórmu- 
la (12) permite determinar y}, conociendo Ya, Y¡-t+ Ya-2- ASÎ, 
si conocemos yo, yı € уг, podemos hallar уз y luego Yu, yss... 


Observación 1. Indiquemos sin demostración, si existe en el 
segmento [zo, Б] una solución única de la ecuación (1), que satisface 
las condiciones iniciales, el error de los valores aproximados 
determinados рог la fórmula (12), en su valor absoluto, no supera 
a Mh“, donde М es una constante, dependiente del largo del inter- 
valo yla forma de la función f (т, y) y no dependiente de la mag- 
nitud h. 

Observación 2. Si queremos obtener una precisión mayor del 
cálculo, debemos tomar mayor número de términos que en el desa- 
rrollo (5); entonces la fórmula (12) cambiará del modo correspondien- 
te. Por ejemplo, si en vez de la fórmula (5) tomamos la fórmula que 
contiene cinco términos en el segundo miembro, es decir, si añadimos 
un término de orden h*, entonces, en lugar de la fórmula (12) obte- 
nemos de modo semejante la que sigue 


LAO 5h (2, 3h кз, 
Ys = йк dq Ж +g Ma + ga A + gh 

Aquí, Yx+ı se determina mediante los valores ул, Yr-19 Yr-2 € Улз. 
Por consiguiente, para comenzar los cálculos, utilizando esta fór- 
mula, es preciso conocer los primeros cuatro valores: Yo, уз, уг, Ya. 
Al calcular estos valores por las fórmulas de la forma (4), debemos 
tomar cinco primeros términos del desarrollo. 

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 

и =у+=, 
que satisface la condición inicial: 
уо=1; cuando zp=0. 

Determinar los valores de la solución рага ==0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solución. Utilizando las fórmulas (4) у (4%, hallomos, al principio, 
yı e yz. De la ecuación y los datos iniciales obtenemos 


y+ 2o Yo +0=14-0=1. 
Dorivando la ecuación dada, tenemos: 
=y. 
= +0 6=1+1=2. 


Por tanto, 
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Derivemos una vez más: 


y=y. 
Por consiguiente, 
и =шй=?. 
Poniendo en la ecuación О los valores de yo, yû, y3 у h=0,1, obtenemos: 
mr OE. 2 — 11103. 
De modo análogo, para *=0,2 obtenemos: 
a 02 4 02% „, (0,23 „_ 
мА TS DA 2120 


Conociendo yo, Ys, ут а base de la ecuación, hallamos: 
у= 0+0=1; 
vi=41-+0,1=1,1103+-0,1=1,2103; 
уз = уг 4-0,2 1,24264-0,2-— 1,4426; 


Ayê = 0,2103; 
Ay; = 0,2323; 
Азу, = 0,0220. 
Los valores obtenidos anotemos en la tabla: 
x „ ГА ay” Aly” 
2p=0 vo =1,0000 | | 
| Ayy = 0,2103 
2 =0,4 | м=1,1103 | yi=1,2103 | Аў = 0,0220 
| Ау; =0,2323 
23=0,2 | yr=1,2426 1,4426 | Азу =0,0228 
Ау; = 0,2551 
r3=0,3 | Ya=1,3977 ya=1,0977 | 
| 
2,=0,4 | 4= 1,5812 | 


134 Ecuaciones diferenciales 


Según la fórmula (12) encontramos уз: 
5-0.1) 
12 


Encontremos ahora los valores de yj, Ayi, Ay. Usando de nuevo la fór- 
mula (12), hallamos у: 


эз=1,24264-°}1-1,4426--%,1.0,2323-+- 


+0,0220 = 1,3977. 


иу =1,3977 +. 1, 6o77 + E.0, 2551 -H5 -0,1-0,0228= 1,5812. 
La expresión exacta de la solución de la ecuación dada es: 
у= 2068—24. 
Рог consiguiente, у= 2606 — 0,4 — 1 = 1,5836. El error absoluto 
ев 0,0024; ol error relativo es {ге = 0,0015 ~ 0,15%. (El error absoluto 


del valor de у, calculado por el método de Euler, es 0,06; el error relativo es 
0,038 ~ 3,8%). 


Ejemplo 2. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 
ر‎ = а, 


Yo = 0, cuando zp = 0. Determinar los 
1; 0,2; 0,3; 0,4. 


асе a la condición ini: 
а solución para z = 


Solución. Hallemos: 
уо==024-02=0, yo = (yy +22) 0 
Según las fórmulas (4) у (4) obtenemos: 


0, vo = (2072--200' + 2Do =2. 


з 
„= 24%. 20,003, =”. 20,00%. 
Do la ecuación encontramos: 

уь== 0, и; = 0,0100, yz=0,0400. 


Basándonos еп estos datos, formamos los primeros renglones de latabla, 
luego, utilizando la fórmula (12), determinamos los valores de ya е y4- 


¿Ts [e 


A?y¿=0,0200 
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Ay” Ary 


Ay 


z¿=0,2 | y2=0,0026 


A?y;=0,0201 


z3=0,3 | 02=0,0089 | y¿=0,0901 


2 =0,4 4= 0,0204 


E 
Е 


Азі, 


уз =0,0026--0,1.0,0400--0;7.0,03004-0,-01:00200— 00089, 


y=0,00894 2t -0,0901 492. 0,0501+z-0,1-0,0201 =0,0204. 


Notemos que las primeras cuatro cifras exactas on у, son: уц = 0,0213. 
(Este resultado podemos obtener usando otros métodos más exactos y la eva- 
luación del error.) 


$ 34. METODO APROXIMADO DE INTEGRACION DE LOS SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 


Los métodos de integración aproximada de las ecuaciones dife- 
renciales, analizados en los $$ 32 y 33, podemos aplicar también 
para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden. Examinemos aquí el método de diferencias usado para solu- 
cionar los sistemas de ecuaciones. Analicemos aquí el sistema de dos 
ecuaciones con dos funciones desconocidas. 

Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones 


d 
=f (z, y, 2), (0 
dz 
aha» D 


que satisfagan a las condiciones iniciales у = Yo, 2 = Zo, cuando 
z= to. 
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Determinemos los valores de las funciones y y z para los valo- 
res del argumento: To, Ty, Tz, ..., Thy Thet, ---, Tne Sea, de nuevo, 


Tam — Tr = Ах = (k=0, 1, 2, ..., n—1). (3) 
Designemos los valores aproximados de la función mediante 


Ио» Yair ++, Vhs hete ео Yn 
y, respectivamente, 


20, Zis sees hy 2а, ++ +1 Ane 
Escribamos las fórmulas recurrentes de la forma (12) $ 33: 


Mc Жуу. SSR 
Y = Ya + й+у Mia ТРА 0) 


Mo Р Б. 2 
ана FF Hg Ah р PE hs (5) 


Рага. utilizar estas fórmulas, es preciso saber, aparte de los yo y Zo 
dados, también у, у; 21, 22. Estos valores hallamos por las fór- 
mulas de la forma (4) y (4') $ 32: 


Neza о Р 
и= + 1 Yo + 2 w + эг 


a 
һ=в+ ر‎ + + 
2 3 
и=а+ра+ ہے کے ہہ ہے‎ 
n=at gt E у + 


Podemos aplicar estas fórmulas, cuando conocemos Yi Yo Yo, 
KA 25, 23 que debemos determinar. De las ecuaciones (1) у È ha- 
lamos: 


Vo = Һ (20, Vos 20), 2,7. (Zo, Yos 20). 


Derivando las ecuaciones (1) y (2) y poniendo los valores de 
жо, Yo, 20, Yo Zo hallamos: 


р EF 
ГА =) + ر‎ + А), 
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аха 


дт 


Derivando una vez más hallamos уу y zę. Conociendo y;, Ya, 21, 22, 
de las ecuaciones dadas (1) y (2) encontramos: 


Yi Ya 0, % Af Ау, Ap Año Аз, Año, 
después de lo cual podemos llenar los primeros cinco renglones 
de la tabla: 


O Y 
= رع + ع ) = ہس‎ + г) 


х v v ду Aty | z | т Ar Ad 
zo | vo | ГД | lo % | 
av | 1 | as 
а [а [и ам [а Га ] [4% 
| w] | | эң 
a] ГА | ГА | аи Ta 4 | Аз 
| м | | | as 
э | Ya | vi | | za 3 | 


De las fórmulas (4) y (5) hallemos ys y 2; y de las ecuaciones 
(1) y (2) encontremos y, y z; Determinados Лу;, A*y;, Az, A2, 
otra vez de las fórmulas (4) y (5) hallamos y, e ys, etc. 


Ejemplo. Hallar los valores aproximados de las soluciones del sistema 
rentep 


si según las condiciones iniciales г = 1, cuando z = 0 e yo = 0. Calcular 
los valores de las soluciones para z = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 


Solución. De las ecuaciones dadas encontramos: 


WSE 3û = 00 =0. 


Derivando estas ecuaciones, hallamos: 
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Utilizando las fórmulas de la forma (4) y (5), encontramos: 


m0 71.10.04 ©. 1 0,1002, 

m=04+%2.1402 2 -0+ Lor -1=0,2016, 

m1 OL їч, + > a Lee -0=1,0050, 
В a, 1+ 2.0 1,0200. 


En virtud de las ecuaciones dadas, tenemos: 


yi = 1,0050, 
21 = 0,1002, 


Ay5=0,0050, 
Ayí=0,0150, 
A?y5=0,0100, 


Az = 
Ahora Пепешоз primeros cinco renglones de la tabla: 


25=0,2046, 
0,1002, 
0,1014, 
0,0012. 


= v v ay | Aty’ 

=0 =0 =1 | 
Ay = 0,0050 | 

210,1 | yi=0,1002 | yí=1,0050 | Аз = 0,0100 
Avi = 0,0150 | 

z2=0,2 | yz=0,2016 | y¿=1,0200 A2y¡=0,0109 
Ay¿=0,0259 | 
z3=0,3 | y¿=0,3049 | y¿=1,0459 | 
| ==94 | »=0,417 | 
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230,3 | 29=1,0459 


z=0,4 | 2=4,0817 


= K$ | x ar м 

20=0 2=1 | щ=0 
| Az¿=0,1002 

2=0,1 | z=1,0050 | zf =0, 1002 Аң, = 0,0012 
| Az¡=0,1014 

абз | аж | 2¿=0,2016 А22; =0,0019 
| Az¿=0,1033 
| 
| 


Do las fórmulas (4) y (5), hallamos: 
va=0,20164-2.. 4,0200+-2:L - 0,0150- -iy -0,1:0,0100=0,3049. 
z= 1,02004 A. 1,2016 + y-0, 1014 + 0,1:0,0012= 1,0459 


y, análogamente: 
0, 0,1 
کک + یویر‎ > 4,04594 => 


0,0259-+ -0,1-0,0109=0,4117, 


.1,7 = ۰0,10,0019 + 0,1033 + و304 ,0 + 21,0459 


Es evidente que las soluciones exactas del sistema dado de las ecuacio- 
nes, que satisfacen a las condiciones iniciales, serán: 


=4 ,کم‎ = ee. 


Por eso, las primeras cuatro cifras exactas después de la coma de las 
soluciones son: 


и={-(@Фа—е-оау—оуиот, چس‎ (0,4 e-0,4) =1,0814> 


Observación. Puesto que las ecuaciones de órdenes superiores 
y los sistemas de éstas se reducen en muchos casos al sistema de 
ecuaciones de primer orden, el método expuesto es aplicable tam- 
bién a la solución de los problemas semejantes. 
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Ejercicios para el capítulo ХШ 


Demostrar que las funciones indicadas, dependientes de las constantes 
arbitrarias, satisfacen las ecuaciones diferenciales correspondientes: 


Funciones Ecuaciones diferenciales 
1. y=snz— 1-4 Cee, SY 4 y eos z= sen 2. 
dyy?_ dy dy ب‎ 
2. у=Ск+С—сз, (E) LL + =0. 
dy \2 dy 
s а CA C суы; 
3. = 202+. y (E) +21 =0. 
Es aC ау үт _ азу би 
4 ca а [1 ( s ) [= کو‎ 


ау 3 ау о 


C; 
5. у=Са+—®+Су. A SY 


Сад Яу „ду 
00.) ir НА 
=i 4 4 
1. JCB |. C moaren, (1L 3) r —aty=0, 
„Ж dy 2 dy 
ias: dz dr 


Integrar las ecuaciones diferenci соп varalesiables separables 9. y dz — 
—zdy=0. Resp. y=Cx, 10. (1-+u)vdu-+(1—v) udv=0. Resp. In uv-+u— 
—v=C. M1. (14 y) de—(1—2) dy =0. Resp. (1+ y) (1—2)=C. 12, (2212) х 


x tato. Resp, tHE +n 2-60. 43. (y—0)dr+2tdy=0. 


ta 
pa" 
. 16. (145%) й — Y 1ds=0. Resp. 2 VT- 


17. dp+ptg0d0=0. Resp. р=С соз. 18. sen Ө соз y d0—cos 0 sen y dp =0. 
Resp. cosp=Ccos0. 19. 2048 g40 + seq tg 0 4—0. Resp. tg O ig pC 
20. se0 tg p dp --se? q tg 0 40:==0. Resp. ѕеп?0--вер? ф--С. 24. (14-22) dy— 
— V1= yî dz=0. Resp. arcsen y 
Xdz =0. Resp, y Vi—71—2 Y1=y3=C. 23. 3e* tg y de-+(1—e*) sey дү=0. 
Hesp. tg у==С (1—e%)3, 24. (т— yx) 4х--(у— х®у) dy=0. Resp. 224-y2=x%%4C. 


4 
Resp. (y—a)=Ce*. 14. zdt—(t?—a?) 4: =0. Resp. 22% C 


Problemas de la formación de ecuaciones diferenciales 


25. Demostrar que la curva cuyo coeficiente angular de la tangente en 
cada punto es proporcional a la abscisa del punto de tangencia es una parábola. 
Respuesta; y = az? + С. 

26. Hallar una curva que pase por el punto (0, —2), de tal modo que el 
coeficiente angular de la tangente on cada punto sea igual а la ordenada corres- 
pondiente de este punto aumentada ер tres unidades. Respuesta: y = ex — 3. 
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27. Hallar una curva que pase por el punto (1,1) de tal manera que el 
coeficiente angular de la tangente en cada punto sea proporcional al cuadrado 
de la ordenada de este punto. Respuesta: k(z—1)y—y+1=0, 

28. Hallar una curva para la cual el coeficiente angular de la tangente 
en cada punto sea n veces mayor que la pendiente de la recta que 
une este punto con el origen de coordendas. Respuesta: y = Ст". 

29. Trazar por el punto (2,4) una curva de tal manera que la tangente en 
cualquier punto coincida con la dirección del radio vector construido del огі- 


gen de coordenadas a este punto. Respuesta: y = $ z. 


30. Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
uno de sus puntos, la tangente del ángulo formado pa el radio vector y la 
tangente a la curva sea igual a la magnitud inversa del radio vector, tomada con 
signo contrario, Respuesta: ғ (0 4- 9 = 4. 

31. Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
juntos, la tangente del ángulo formado por el radio vector y la 
a а curva sea igual al cuadrado del radio vector. Respuesta; ri = 
= ( Y 


32. Demostrar que la curva cuya propiedad consiste en que todas sus 
normales pasan рог un punto fijo es una circunferenci: 
33. Hallar .una curva de tal manera que en cada uno de sus puntos la 
longitud de la subtangento sea igual al doble valor do la abscisa. Respuesta: 


y = су. 


34. Hallar una curva para la cual el radio vector sea igual a la longitud 


de la tangente comprendida entre el punto de tangencia y el eje z. 

Solución. Según la hipótesis del problema VIF = VF, de 
dondo: Me Z, 

Integrando obtonemos dos familias de curvas: 


pl, 


35. En virtud de la 1еу de Newton la velocidad de enfriamiento de un 
cuerpo al aire libre es proporcional a la diferencia de las temperaturas entre 
el cuerpo y el medio ambiente. 

Sea la temperatura del aire igual a 20° С; y el cuerpo se enfría de 100° С 
hasta 60% C durante 20 minutos. ¿Qué tiempo se necesita para que la tempera- 
tura del cuerpo baje hasta 30° С? 


Solución. La ecuación diferencial del problema es: ST =щт—). 


Integrando, encontramos: 7 —20==Се%“; Т = 100 рага £=0; T= 60 para 1==20; 
1 11/40 4 1/20 
entonces, C=80; 400029, X= (-;)"%, por tanto, 7=20+80 (1) 
Haciendo 7=30, encontramos ¿=60 min. 
36. ¿Qué tiempo Т se necesita para que se desagüe el embudo cónico de 
10 cm de altura y ángulo al vértice d = 60° por un orificio do 0,5 сш? en el 
fondo del embudo? 


Solución, Calculemos mediante dos métodos diferentes el volumen del 
agua, que se desagua entre los instantes £ y £-+ At. Siendo constante la velo. 
cidad v del chorro, durante un segundo se derrama un cilindro de agua de altu. 
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ra о y base 0,5 сш. Durante el tiempo А! se desagua un volumen du de agua 
igual а — dv = —0,5 dt = —0,3 Y/2gh dt”). 

Por otra parte, а consecuencia de la salida, la altura del agua adquiere 
un «ineremento» negativo dh, y la diferencial del volumen de agua derramada 
ез igual a: 


—dv=nr? а=5 (0-0,7)? dh. 
Así, 
5 (h-+0,7)2 dh = —0,3 VIER dt, 
de donde 
20,0315 (105/2 — һ°/зу -- 0,0732 (10%/2 — һ?/зу 4-0,078 (Y T0— VR). 


Haciendo № = O, obtenemos el tiempo Т de derrame: 7 = 12,5 seg. 

37. La acción de la fricción sobre un disco que gira dentro de un líquido 
es proporcional a la velocidad angular de rotación w. Hallar la:depondencia 
entre la velocidad angular y el tiempo, si se conoce que la velocidad del disco 
baja do 100 rev/min а 60 rev/min, al pasar 1 min. 


Respuesta; © = 100 B rev/min. 
38. Supongamos que la presión de una columna de aire en un nivel dado 
está acondicionada por la presión de las capas superiores do la atmósfera, Ha- 


Паг la dependencia entre la presión y la altura, si se sabe, que al nivel del mar 
la presión es igual a 1 kg/cm, mientras que a 500 m de altura, es 0,92 К/сш?. 


Indicación: Utilicemos la ley de Boyle-Marriotte que nos dico que la dev- 
sidad de un gas es proporcion presión. La ecuación diferencial del proble- 
ma es: dp = — kpdh, de d p= e-0,0017h, Respuesta: р = e0,00017h, 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas: 
39. (y—z) dz + (y +z) dy=0. Respuesta: y?+22y—22=C. 40. (2-4 y) dz 
“xz 4у—0. Respuesta: 224 22y =C. 41. (2+y) dz + (0—2) dy=0. Hespuesta: 
In (z243) 2—arctg Z =0. 42. zdy—ydr=V FF dz. Respuesta: 1+ 


+2Cy—C?r2=0. 43. (By-+102) dz (5y+7z) dy=0. Respuesta: (1+ y)®X 
3 
Vilos 


«ише. 45. 0—8) di+tds=0. Respuesta: tef =0 ó =n . 


x(2r+y)3=C, 4. (282—3) 44-2 ds=0. Respuesta: te 
П 


46. zy? dy = (234-03) dz. Respuesta: у= х Ў 3 In Cz. 47. x cos Y (y dz + ху) = 


=y sen L (z dy—y dz). Respuesta: zy cos L=0. 


Integrar las ecuaciones diferenciales reducibles a las homogéneas: 
48. (Зу — 1 +7) dz— (32 — Ty —3) dy =0. Respuesta (zi y —1)5 (2—y—1)*=C. 
49. (2+ 24-1) dz— (2z +4y+3) dy =0. Respuesta: In (4z +-8y Y. 5) +- 8y—4z =C: 


50. (+24 +1) de—(27—3) dy=0. Respuesta: In 23) ¿25 =0. 


*) La velocidad v del chorro de agua a través du un orificio que se en- 


cuentra la distancia A de una superficie libre, se da por la fórmula: v= 
= 0,6 Y 2gh; donde, g es la aceleración de la fuerza de gravedad. 
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51, Determinar la curva cuya subnormal es la media aritmética de la abs- 
cisa y la ordenada del punto de esta curva. Respuesta: (т — y)? (z + 2y) = С 

52. Determinar la curva en la que la razón del segmento soparado por la 
tangente en el eje Oy, respecto al radio vector, es una constante. 


Solución. Según la hipótesis del problema 


(5 (< т 

el =) 

53. Determinar la curva en la que la razón del segmento separado por 
la normal en el eje Oz respecto al radio vector sea una constante. 


4 
2+0 zz 


=m, de donde: 


Solución. Según la hipótesis == = т, do donde: 23-+ y2=m* (2—C)%. 
Vz + y3 

54. Determinar la curva en la que el segmento separado por la tangento 
en el eje Oy es igual a а sc 0, donde Ө es el ángulo formado por el radio vector 
y el eje Oz. 


Solución. Como 1g0=2, y, según la hipótesis у—х 27 =a se0, tene 


з 
VET, de donde: 


¿[$967 


55. Determinar la curva en la que el segmento separado en el eje de orde- 
nadas por la normal trazada en algún punto de la curva es igual a la distancia 
entre el mismo punto y el origen de coordenadas. 

Solución. El segmento separado por la normal en el eje Oy es igual 


a Wl, у, según la hipótes 


y+ 73, de donde 22=C (2у--С). 


56. Hallar la forma de un espejo tal que refleje paralelamente а la direc- 
ción dada todos los rayos que salen de un mismo punto 0. 

Solución. Hagamos coincidir la dirección dada con el eje Oz. Sea OM el 
rayo incidente, MP el rayo reflejado y MỌ la normal a la curva buscada: 


a= f; ОМ=00, NM =y, 
NQ=N0+00= z+ VEF =y cog p= E. 


„ tenemos: 


de donde: y dy=(—z V77F 12) dz; integrando, tenemos 


Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales 

57. v- = -1)3. Respuesta: 2y=(2+1)44C (z4 1)? 
Ба y y_z+i К 

58. y—aL EZ. Respuesta: 


59. (к— т) y" +(272—1) y—ar3=0. Respuesta: y=0ax+Cx УТ 
60. + cost-+ssent=1 Respuesta: s=sent-+C cost. 
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61. $ совт sen 2. Respuesta: s= sen t—1-+Ce7sen t, 


62. y'— yen, Respuesta: y =z" (е0). 
63. y+ y= f. Respuesta: zy xaz С. 


64. v+y=h. Respuesta: ey =z С. 


1 


2x 
z7 


1 
65. y+ y—1=0. Respuesta: ua lus) 
Integrar las ecuaciones de Bernoulli: 


66. y'+xy=x3y3, Respuesta: y? (224-1 4- Се) = 
—azy?=0. Respuesta: (С YI=28—a) y= 1. 68. Зузу 


. 67. (1—22) y'—zy— 
ayi—2—1=0, Res- 


puesta; aya Cea (241) —4. 69. y (а%у-4- ту) =1. Respuesta: چا‎ 
Ly La 

=)" polae” «70. (y Inz—2) ydz =z dy. Respuesta; y (Cx-+Inx-4+1) =1. 

71. y—y' соз z= у1соз z (1—sen z). Respuesta: у= tes 


п-б ' 
Integrar las siguientes ecuaciones en diferenciales totales: 
72. (124 y) de+(2—2y) dy=0. Resp. $ ис. 73. (y-3) dz — 
—(iy—z)dy=0. Resp. 2y 
=4zy+C. 75. r 
zy 


zy+z3=C. Т4. (уз—>)у'=у. Resp. y= 
1 z? 


4 у 
ch 2] det [Ep] =0. Resp. In L— 


— =C. 16. 2(9xy24223) de +3 (ry +y2) dy=0. Resp. ri+32%24 


zdz+(2r+y)dy o, 


+=с. т. СЕИ Resp. In (r+) gl С. 
ШЕ? yas 2240—14: 
78. (= ES] dr ЭЁ. Resp, ztym Ca, тө, UIC мо, Resp. 
vdz—z dy 


ZV C. 80. zdr+ydy= 


. Resp. 224 y?—2 arctg mi 


a yr 

81, Hallar la curva cuya propiedad consiste en que el producto del cuadra- 
do de la distancia, entre cualquiera de sus puntos y el origen de coordenadas, 
por el segmento, separado en el eje de las abscisas por la normal al pun: 
to mencionado, г igual al cubo de la abscisa de este punto. Respuesta: 
ar ШЫГ da envolvente de las siguientes familias de curvas: 


а) y=C24C2, Resp. хї--4у==0. b) y=+C2. Resp. 214 = 4y, су Z — 


J-2. Resp. 27у = т®. d) Car +Cy—4=0. Resp. уї--4х =0. в) (т—С)з-+- 


+(y—C)2=C2, Resp. z=0; у=0. f) (1—C)l4y2= 

8) (¿—C)14 (у— С)%=4. Resp. (2 —y)2=8. h) Сх24- Су =1. +4y 
83. Una recta se desplaza de tal modo que la suma de los segmentos ве 

rados por ella en los ejes de coordenadas es igual a una constante a. Escribir 
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la ecuación de la envolvente de esta familia de rectas. Respuesta: 21/24 y 2 = д\/з 
(parábola). 


84. Hallar la envolvente de una familia de rectas tales que los ejes de 
coordenadas separan sobre estas rectas un segmento de longitud constante a. 
Respuesta; 2134 ya = а?/з. 

x la envolvente de una familia de circunferencias cuyos diámo- 
tros son el doble de las ordenadas de la parábola y? = 2pz. Respuesta: y? = 
=2 (z+ $). 


86. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias que tienen sus 


centros en la parábola y? = 2pz y pasan por el vértice de esta parábola, Res- 
Puesto: la cioide азу уз (eF 2р) = À. 


87. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos 
diámetros son cuerdas de la elipse b3z2-4- a%y2=a*b*, perpendiculares al eje 
Oz, Respuesta: aF тт 

88. Hallar la evoluta do la elipse 2252 4- a?y2==a%b2 como envolvente de 
sus normales. Respuesta: (ах)?/%-- (Ьу)*/З == (a2—3)Y3, 

Integrar las siguientes ecuaciones (de Lagrange): 


89. y=21y'+y?. Respuesta: z= yp; = 


90. у=ху'%--у'?. Respuesta: y=(YzF1+C). La solución singular: 
=0. 

$i „= = UV) + (V)? Respuesta: 2= CeP—2p +2; у=С (p41) P — 
E ну Respuesta; ei 


93, Hallar una curva de normal constani 
Solución singular: y == a. 
Integrar las ecuaciones de Clairaut: 
94. y=zy'+y'—y'?. Respuesta: у=Ст--С—С?, Solución singular: 
4= (z+ 12 


Respuesta: (1—C)*4y2=a2. 


=Cz+ Y1—=C?, Solución singular: 
y -+y'. Respuesta: y=Cx+C. 
97. иаи. Respuesta: 0=С=+4.. Solución singular: y= 4z, 


98. س‎ ty. Respuesta: =. Solución singular: у%= 


m., 


99. El área de un triángulo, formado por la tangente a una curva bus- 
cada y los ejes de coordenadas, es una magnitud constante. Hallar esta curva, 
Respuesta: la hipérbola equilátera 4zy =+ а?, Además, cualquier recta do 
la familia y=Cz + a YT. 

00. Hallar una curva tal que el segmento de su tangente comprendido 
entre los ejes de coordenadas tenga una longitud constaute п. Respuesta: 


у= Са E. Solución singular: 2/4 y= їз, 


С 
КАЕ 
101. Hallar una curva tal que la suma de los segmentos soparados por sus 
tangentes en los ejes de coordenadas sea igual а 2а. Respuesta: y =Cz— 
E . Solución singular: (y—=—2a)2=8az. 


10-536 
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102. Hallar las curvas tales que el producto de las distancias, desde una 
tangente cualquiera hasta dos puntos dados, sea constante. Respuesta: las 
elipses у las hipérbolas (iayectorias ortogonales е isogonales). 

103. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y = аг". 
Respuesta: z? }- ny? = 

104. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de parábolas 


Ce А 


у? = 2р (х —а) (a ез el parámetro de la familia). Respuest 
de curvas х®— 


105. Hallar las trayectorias ortogonales de la famili 


—y?=« (a es el parámetro). Respuesta: y 


7 
lallar Jas trayectorias ortogonales de la айн de circunferencias 
ат. Respuesta; las circunferencias y=C (224 

or. Hallar has trayectorias ortogonales de parábolas iguales, cuyas 
vértices se encuentran en una recta dad: 'spuesta: si 2p es el parámetro de las 
parábolas у Oy es la recta dada, la ecuación de las trayectorias será y-+C 


17 
rS 
ЗИ 
108. жане las trayectorias ortogonales de las cisoides y2 = gy 
(® +- ууз — С (y24-228), 
Hallar las trayectorias Жы уап de las lemniscatas (22 4-02)2 = 
(22—02) al. Respuesta: (224-y2)2 
110. Haliar las trayectorias isogonales de la familia de curvas: 22 = 
=2a (y—z V3), donde a es un parámetro variablo, si el ángulo constante w 


formado por las curvas de la familia y sus trayectorias es igual а 60°. 
Solución. Hallamos la ecuación diferencial de la familia de curvas y'= 


Respuesta 
109 


Mpapa 
=2-V3 y sustituimos y” por la expresión 


шо y 
Ly tgo 


q= 


obtenemos la ecuación diferencial: La integral 


1+y V3 
genera! y?=C (z —y V3) da la familia buscada de 

111, Hallar las trayectorias isogonales de la fam 

Ж 


olas y2= 


=4Cz, cuando w=45°, Respuesta: y2—1y+ 222 Ce VT 

112. Hallar las trayectorias Жораев de la familia de rectas, у= Сг, 
2V5 arctg”; 
ay =e 


cuando 0 = 30°, 45°. Respuesta: las espirales logarít 8 
2 аюу 


24 
113. y = Ce“ -+ Суе-®. Eliminar С, y Ca. Respuesta: у” — у = 0. 
114. Escribir la ecuación diferencial de todas las circunferencias dispues- 
tas en un mismo plano. Respuesta: (1 + y'?) y" — Зуу"? = 0. 
115. Escribir la ecuación diferencial de todas hs curvas centrales de 
ado orden, cuyos ejes principales coinciden con los Oz, Oy. Respuesta: 
z (yy + y*) — yy = 0. 
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116. Sea la ecuación diferencial y” — 2y” — у + 2y = 0 y su solución 
general y = CjeX -|- Сре-® + Суезх. 
1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solución general; 
2) hallar la solución particular, si para z=0 tenemos: y=1, y 
E бе--е-=—4е®). 
1 
ay 


y= —1. Respuesta: y 


y su solución general y= 


117. Sea la ecuación diferencial y” 


2 
ж y (24094 Ca. 
1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solución 


genera 
2) hallar la curva integral que pasa por el punto (4, 2), si la tangento 
en este punto шша соп la dirección positiva del eje Oz un ángulo de 45. 


Respuesta: у= 2 Var А 


Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales simples de segundo orden 
que se reducen a las ecuaciones de primer orden. 

118. ту” =2, Respuesta: у = 2® ln x +C,22 4 Coz-4 Ca; escribir la solución 
particular quo satisfaga las siguientes condiciones iniciales; т=1; у=; 
y'=1; Y=3. 149. yz, Respuesta: y= = Се" STY, eT, D 
120. y”=ay. Respuesta: ах = ln (ау-- Vay 4 0;)4-C2 б y =Сүеах-1Ь-С„е-ах, 
121. у^ =-&-. Respuesta: (Ciz +C3)?= Ciy? а. 

En los ejemplos 122-125 escribir la юе п тш quo satisfaga las 
uientes condiciones iniciales; z= 0, 

puesta: у=ех aD LCOS а E у ЖМ) 
1 y PLUPO. Respuesta: y YO, ln у= «С Solución particular: 


= Ca 4-0, sen az son 2z, 


Solución particular: y= 2sen z—sen хсозт——{1. 125. (y")24(y)2=a2, 

Respuesta: y= Су— a cos (х®--Сү). Solución particular: y=a—1—a cos z; 

y= acos z— (а 4-1). (Indicación. Forma paramétrica y" = a cost, у' = a sen t). 
Š 


126. y" = . Respuesta: y = Д 127. y"= у"2, Respuesta: 


ису) ШС Ca. 128. y'y"—3y'2=0. Respuesta: z= 
= Cy + Cay 4-Cg. 
Integrar las sis 


y=—1. 124. y"4 y tgz=sen2z. Respuesta: 


entes ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
constantes: 129. y"=9y. Respuest Сүезк--Се-3х, 130. y” + y=0, Res 

АА сов z-+ В зеп т. 131. y" — y’ — 0. Respuesta: y - q to 132: у” +. 
+4 y”. Respuest Cye3% 4 Coetx, 133. y"—4y'-+4y=0. Respuesta: 
lt 134. y"-+24"-110y =0, Respuesta: y = e (A cos 32 -4- В зеп 32). 

zvm, з-у, 

135. у" +3y' —2y=0. Respuesta: y=Cje 2 +C ? . 136. 40° — 
А 9y=0. Respuesta: у = (С, Сэл) e". 137. y'-+y"+y=0. Respuesta: 


va ac (LE +в (28). 


138. Dos cargas iguales están suspendidas al extremo de un muelle. Hallar 
el movimiento que adquiere una de las cargas si la otra se desata. Respuesta: 


10* 
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2-а соз (у Е ) ‚ donde а es el alargamiento del muelle bajo la acción de una 


carga en el estado de е 
139. Un punto material de masa m es atraido por cada uno de dos contros 
con fuerzas proporcionales a la distancia. El factor de proporcionalidad es igual 
а k. La distancia entre dos centros es 2c. El punto se halla en el instante i 
cial en la línea que une los centros а la distancia a de su medio. La veloci- 
dad inicial es cero. Hallar la ley de movimiento del punto. Respuesta: z = 


(Ж 
=a соз =з}. 
т 

—5y" + 4y=0. Resp. y =Ce* Сзе7=-- зех}. Cer, ААА. у" — 2y — 
+ . R ==С(е%*--С;ех--Сзе-х, 142, у” — Зау" + 34y — ay =0. 
ех, 143. у —4у” =0, Resp. y=C¡+Cor --С3234- 
-2y"+9y Resp. y=(C,cos Y/22+Casen Y 22) e754 
+(Cguos Y 2-С, sen }/2>) ех, 145. ЙУ — 60" 4- 16у =0. Resp. у= Су 

x 


Oge“ Y Cprett } Cex, 146. У-у =0, Resp. уе (с. соз Уз + 
3 
E E 
)+‹ (сә соз Vi +C, sen +1) . 


147. УУ — aty = 0. Hallar la solución general y la solución particular 
quo satisfaga las condiciones iniciales para xy == 0, y = 1, у = 0, y” = —al, 
у" = 0. 

Respuesta: solución general: у = Сеч + C6703 4- Сз соз az + Cy sen az. 
Solución particular: yo = cos az. 

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas 
(hallar la solución general): 


148, y"—7y'--12y=x. Resp. и Cea Сз RT 149. в" а?а =04-10. 
Resp. s=Cyent Сова Î. 450, y + y! —2у =8 sen 2z. Resp, у = Сце 
Ce (6 son 2z + 200822). 151. у" —у =5=--2. Resp. у= Сц Сава 


e 


ap 


—5=—2. 000, э" —2as азе =e (a e 1). Resp, ае Сце 4 Catlett 4 


153. y*+6y'+5y=e2%, Resp. y Ce O e, 154. y"+9y=6e%%, 
Resp. у= Сү cos 32+C¿ зеп 32 ea, 155, у —Зу = 2z. Resp. у= 
+з a2, 156. y"—2y'+3y=e"*cosz. Resp. y=e* (А соз у22-- В sen 52) 
+f (5 082—4 sen 2). 157. y” 4-40 =2 son 2z, Resp. у= А sen 22 В cos 2z — 
cos 22, 458. y"—4y"+5y'—2y = 22-3, Resp. у= (С Сат) Cea A. 
159. ЏТУ —aty = баїеох sen az. Resp. у = (С, —зеп az) e°% 4 Сзегах 4C cos az + 
ФЕС, зеп ат. 160. Џ1У --2а%у”--а4у =8 cos az. Resp. у =(С,4-Сзт) cos az + 
+ (C34 Сат) son az— 7 cos az. 
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161. Hallar una curva integral do la ecuación y”+X*%y=0, que pasa por 
el punto M (zo, yo) y toca en este punto a la recta y=z. Respuesta: 


y= yo cos (2—20) + sen k (2—20). 


162. Hallar la solución de la ecuación y"-+2hy"+n%ty=0 
que satisfaga las condiciones iniciales y=a, у'=С para z=0, Res- 


puesta: рата h< n, y= eht (е == VR s+ EE son у.) * 
m н 


рага h=n, у= ел [(С 4-а) 24-а]; рага h>n, у= 


xen l-V) _C +a (Уап) (һа) _ 
2 VR 
163. Hallar las soluciones de la ecuación y"-+ ny =A sen pz (р + п), que 


satisfagan las condiciones: y= a, para z=0. Ñespuesta: y =a cos nz- 
08 p2)— hp 
2 sen ne yg sen pz. 


164. Un peso de 4 kg está suspendido en un muelle, aumentando la longi- 
tud de este a 1 cm, Hallar la ley del movimiento de este peso suponiendo que 
el extremo superior del muelle efectúa oscilaciones armónicas según la ley y = 


= son / 100 t, donde y es el alargamiento por la vertical. 


Solución. Sea = la coordenada vertical del peso, medida a partir de Ја 
posición de reposo, tenemos: 


ZT = (2р0), 


donde 2 es la longitud del m 


en estado libre; k = 400, lo que se deduce 
fácilmente de las condiciones 


iciales. De aquí: 
Фр 100 = 100g sen Y/ 1008 t+ 10010. 


Busquemos una integral particular de esta ecuación de la forma: 
4(С, соз Y 100% ¿-+- Сз sen Y TO0E 1) + e, 


debido a que el primer término del segundo miembro de la ecuación entra en 
la solución de la ecuación homogénea. 

165. Según la hipótesis del problema 139, la velocidad inicial es igual 
a vo y su dirección es perpendicular a la recta que une los centros. Hallar las 
trayectorias. 


Solución. Tomando por el origen de coordenadas el punto medio del seg- 
mento entre Jos centros, las ecuaciones diferenciales del movimiento so escri- 
ben еп la forma: 


4°: 
т =k (C—z)—k(C фа) = — 2kz, 


Las condiciones iniciales para 2—0 son: 
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Integrando, hallamos: 
н (Y Ж), a Em (VE. 


z? 22k 4 
De donde: н! (elipse). 

166. Un tubo horizontal gira alrededor de un eje vertical con una velo- 
cidad angular w constante. Dentro del tubo está colocada una bola que se desli- 
za por él sin fricción, Hallar la ley del movimiento de la bola, si en el instante 
inicial ésta se encuentra en el eje de rotación y tiene velocidad inicial оо (a lo 
largo del tubo). 


Indicación. La ecuación diferencial del movimiento es 227. 


Las condiciones iniciales: r=0, + vo para t=0. 


Integrando, hallamos: г 30-16979). 


Aplicando el método de la variación de las constantes arbitrarias, inte- 
grar las siguientes ecuaciones diferenciales: 


5senz +47 созх 
E a ع‎ oi 
A 


=C; сов + Су sen zz sen z-} cos z Ìn cos z. 


 у=С\ү cos z +-Ca зеп z — `}/сов2х. 


167. y"—Ty'+6y=wsenz. Resp. у= 
168. y”-+y=se x. Resp. 
169. y" +y = 


сов 2z cos 22 ` 
Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales: 
Гарт 1 .С106-Са) y (Сх Cp) 2240—4024: 
2 = Дрес a HE, 
170. yy +1, Resp. y= 514 +e 1.171. (20)? 


zy 


Resp. C.172 y=zy'24y'2 Resp. VIF14C). Soluciones singu- 


lares: y=0; т--1=0. 173, y” +y=scz. Res 
4-а веп 2 сов 2 а соз х. 174. (1422) y"—zy 


С, сов 4C; зеп z4- 
Resp. у=а2-- 


и 
+0 VIFF OO A SE 
2 х dr z jl 


2x 
y —4y=e%s0n2z, Resp. у= Сает {Cet — 57. (sen 22+ 200822). 177. 


“+y—y2lnz=0. Resp.  (Inz+14+Cz)y=1, 178. (2242y —1)dz+ 
Fetra 0. Resp. Е ar Er afo злу йл. 
+ (1—e*) sé? y dy=0. Resp. tgy=C (1—е®)з. 


a 


Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones: 


180. ¿=1+4 s x-+1. Indicar las soluciones particulares que satis- 


facen a las condiciones: iniciales х= —2, y=0, cuando £=0. Respuest 
у= С, сові + Casen £, z = (Сү--С») cost +(C¿—Cy) sen t. Solución particula. 
т* = соз { — 5еп t, y*= соз t. 
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dz oy YY 
ви. 224, Ep 


. Indicar las soluciones particulares que 


satisfacen las condiciones iniciales: ==1, y=1, cuando t=0, Respuesta: 


182. 


184. 


185. 


186. 


189. 


ү соз t+- Ca sent, 
соз t—sent, у* = соз 1. 


dx d 


92—973: = зовн, 


dt а 


dz 
шоу =cost. 


(C4+C) cos t+ (C2—C,) Sent. Solución particular: 
t 


Respuesta: 2=Cye + Coat, 
Y= Ce"! 3Cae 73! 4-008 t. 


dy Respuesta: = = Сце! Cae! + Cacos t-+C, sen t, 


de 
dix 
ar 
4% 
de 
ах, dy 

rat 


dy ت‎ 
ramet, 


у= Сце! 4 Сге, — Сз соз і — С, sent. 


Respuesta: х = Сз -- С 4- севе, 
y =C¿—(C1+2C9) t— 


1 1 
-4C сизи 


Respues 


у= (C14 Сох) е7, 
2000—01 Ст) ете, 


Respuesta: y = Суе?х 4. Сзе72х, 
а= —2(Сү®®—Се-х), 


Respuesta: у = C,-|- Caz 2 зеп z, 
2=—2C Ca (2741) 
—3 sen r— 2с08 z. 


Respuesta: = = Сце! 4- Сзе?(, 
y= Cath Cae, 
AC + Ca) et- Сем, 


Respuesta: 2=Cye 1%, 
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190. Lo Respuestas = Cı, 
ё = з 
Eh mac, 


Analizar la estabilidad de la solución z=0, y=0 para los siguientes 
sistemas de ecuaciones diferenc 


я 
П 
dy Respuesta; Inestable, 
uate 
192. ү = irio, 
Respuesta: Estable, 


193. Z- 122+ 18у, 
Respuesta: Inestable, 


194. Hallar los valor ión 


aproximados de la solución de la ecu 


fz, que satisfaco a la condición inicial y=1, cuando 2=0. Hallar 
ор valores de la solución para los siguientes valores de z igualos а 0.4; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5, Respuesta: у y =2,114. 


195. Hallar el valor aproximado у, д de la solución de la ecuación 


w + Ly=e*, que satisfaco a las condiciones iniciales y=1 cuando z=1. 


Comparar el resultado obtenido con la solución exacta, 
96. Hallar los valores aproximados zy-4 еу; de las soluciones del 
sistema de ecuaciones f= у— е, LL = —z—3y, que satisfacen а las condi- 


ciones iniciales y=1, cuando £=4 y z=0. Comparar los valores obtenidos 
con los exactos. 


CAPITULO XIV 


INTEGRALES MULTIPLES 


$ 1. INTEGRAL DOBLE 


Sea en el plano Ozy un dominio cerrado*) D, limitado por una 
curva L. 
Sea dada en el dominio D una función continua 
z= Í (z, y). 
Dividamos el dominio D mediante curvas arbitrarias en n 


partes: 

Asi, Asa, Аѕз, ..., А 
(fig. 276) las que llamaremos dominios parciales o elementos. Para 
no introducir nuevos símbolos designemos por As, ..., As, по 
sólo a los propios elementos, sino también sus áreas. En ca- 
da As, (en su interior o еп la frontera), 
elijamos un punto Р,; entonces obtenemos n 


puntos: 
Pss Pa, oo. Pn. 


Sean f (Py), f (Pa), ..., f (Pa) los valores 
de la función en los puntos elegidos; 
formemos la suma de productos de la forma 
f (Р)Ав: 


Үл = f (Pi) As, + f (Po) Asa +... + f (Pn) Asn = 
= 2 fP) Asi, (4) 
& 


Fig. 276 


que se llama suma integral de la función 
f (z, y) en el dominio D. 

Si f >0 en el dominio D, entonces cada sumando f (Р) As, se 
puede representar geométricamente como el volumen de un cilindro 
elemental de base As, y de altura f (Py). 


*) Un dominio Р se llama cerrado, si está limitado por una curva cerrada 
y se considera que los puntos, ubicados en la frontera, pertenecen al dominio D. 
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Así, V, es la suma de los volúmenes de los cilindros elementales 
indicados, es decir, el volumen de un cierto cuerpo «escalonado» 
(fig. 277). 

Examinemos una sucesión arbitraria de las sumas integrales, 
formadas con ayuda de la función f (z, y) en el dominio dado D 


быу IES AGO (2) 


para diferentes métodos de división del dominio D en las partes Аз. 
Supongamos que el diámetro máximo de los elementos As, tiende 
a cero, cuando лу —> оо. En este caso resulta válido el siguiente 
teorema que citemos aquí sin demostración. 


Fig. 277 Fig. 278 


Teorema 1. Siendo f (x, y) una finción continua en el dominio cerra- 
do D, la sucesión (2) de las sumas integrales (1) tiene un límite, si el 
diámetro máximo de As, tiende a cero, mientras que п —- оо. Este 
límite siempre es el mismo para cualquier sucesión de la forma (2), 
es decir, no depende del modo de división del dominio en los elementos 
As, ni de la elección del punto P; dentro del dominio parcial As,. 

Este límite se llama integral doble de la función f (т, y) exten- 
dida por el dominio D y se designa así: 


И f(P)ds ó И Í (2, y) атау, 
es decir, 


lim У f (Pi) Ав = үү (2, y) dz dy. 
аат 4550 E D 
Aquí D se llama dominio de integración. 

Si es f (z, y) > 0, la integral doble de f (z, y) extendida por 
el dominio D es igual al volumen Q de un cuerpo limitado por la 
superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 
cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz es la fron- 
tera del dominio D (fig. 278). 
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Examinemos ahora los siguientes teoremas acerca de la integral 
doble. 

Teorema 2. La integral doble de la suma de dos funciones 
Ф (z, y) + y (z, y), extendida por un dominio D es igual a la suma 
de las integrales dobles extendidas por este dominio D de cada una de las 
dos funciones por separado: 


$5 lo (z, у) p(z, Уаз = 55 p(z, y) ds +51 p(z, y) de. 
D D D 


Teorema 3. El factor constante se puede sacar fuera del signo 
de la integral doble: 
si а == const, tenemos: 


$5 ap(z, y) ds=a $1 (z, y) ds. 
D D 
La demostración de estos dos teoremas se efectúa de modo aná- 


logo al que hemos practicado para demostrar teoremas correspon- 
dientes de la integral definida (véase tomo I, $ 3, cap, XI). 


Fig. 279 


Teorema 4. Si el dominio D está dividido en dos dominios parcia- 
les D, y Dz, sin poseer puntos interiores comunes, y la función f (х, y) 
es continua en todos los puntos del dominio D, entonces: 


Р, y) асау § § f(z, y)dzdy+ § f(z, y)dzdy. (3) 
p Di ы 


Demostración: La suma integral por el dominio D se puede 
representar en la forma (fig. 279) 


УР) Ав = X f (Pi) Asi + Sf (Pi) Ак, 4 
D Di Da 
donde la primera suma contiene términos correspondientes a los 


elementos del dominio D,, y la segunda, términos correspondientes 
a los elementos del dominio D+. En efecto, como la integral doble 
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no depende del modo de dividir el dominio D, dividámoslo de 
manera que la frontera común de D, y Də sea también una frontera 
de los elemetos Аз. Pasando en la igualdad (4) al límite, cuando 
Аз — 0, obtenemos la igualdad (3). Es evidente que este teorema 
es válida para cualquier número de sumandos. 


$2. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE 


Sea un dominio D del plano Оху tal que toda recta paralela а uno 
de los ejes de coordenadas (por ejemplo, al eje Oy) y que pasa por 
un punto interior*) del dominio, 
corta su frontera en dos puntos №; 
y М» (fig. 280). 

Supongamos que en el caso exami- 
nado el dominio D está limitado por 
las curvas: y = Q; (2), y = Ф (x) y las 
rectas, х = а, х = b; que 


Фи ( < P: (2), a< b; 


y además las funciones qı (2) у Ф (2) 

Fig. 280 son continuas en el segmento la, bl. 

Convengamos llamar tal dominio 

regular en la dirección del eje Oy. De modo semejante se deter- 
mina el dominio regular en la dirección del eje Ох. 

Un dominio regular en las direcciones de ambos ejes de coorde- 
nadas llamemos simplemente dominio regular, La figura 280 da un 
ejemplo de dominio regular D. 

Sea f (х, y) una función continua en el dominio D. 

Examinemos la expresión 


b (х) 
=} (1/6 y) dy )dz, 


la que llamaremos integral iterada de segundo orden de la función 
f (2, y), extendida por el dominio D. En esta expresión al principio 
se calcula la integral entre paréntesis. La integración se realiza 
respecto a y, considerando x constante. Como resultado de la inte- 
gración obtenemos una función continua**) de 2: 


او 
Ф@= | f(z, y)dy.‏ 
eo‏ 


*) El punto interior es un punto del dominio que no se encuentra еп su 
frontera, 


++) Aquí по se demuestra que la función Ф (z) es continua. 
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Integramos la última función respecto а z entre los límites desde 
a hasta b 


To= j O) de. 


En definitiva obtenemos un número constante. 
Ejemplo 1. Hallar la integral iterada de segundo orden 


1 уза 
= { (ў ече) 4. 
б 
Solución. Calculemos al principio la integral interior, (entre paréntesis): 
0(2)= $ (22402) dy = (+ y Ja واو‎ a E =+. 


Integrando la función obtenida desde O hasta 1 hallamos: 


{ (++) (+ 11.28 


т + EW 


Determinemos el dominio D. En el caso dado D es un dominio limitado por 
las líneas (fig. 281): 


y=0, z=0, уе, r=1. 


A veces puede ocurrir que el dominio D es tal que una de las funcio- 
nes y = Фф; (2), y = Ф (2) no puede ser dada por una sola expre- 


4 
3 
7 
% 
2 72 
Fig. 281 


sión analítica en todo el intervalo de la variación de z (desde z = а 
hasta z = b). Sea, por ejemplo, а < e <b, y 

а (2) = y (z) en el segmento la, с], 

Фі (z) = y (z) en el segmento lc, bl, 
donde y (2) у x (2) son funciones dadas analíticamente (fig. 282). 
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En este caso escribamos la integral iterada de la manera siguiente: 


b px) 
(JS ле, y dy)dr= 
а qx 


с q) b qx) 
=$ (je yay)az+ 5 (1 е, v) dy)ar= 


с е0) 


b р(х) 
=} Сре адас] (3,1, юй). 
а e с хх) 


La primera de estas igualdades está escrita en virtud de la propiedad 
conocida de la integral definida y la segunda, por que en elsegmen- 
to la, c] tenemos q, (т) = y (т) y en el segmento [с, b], q, (х) = x (2). 

Si la función q» (2) ез dada por diferentes expresiones analíticas 
en varias partes del segmento (а, Б], la inscripción de la integral 
iterada de segundo orden será análoga. 

Determinemos ciertas propiedades de la integral iterada de 
segundo orden. 


Propiedad 1. Si un dominio D regular en la dirección del eje 
Оу lo dividimos en dos dominios D, y Dz, mediante una recta paralela 
al eje Oy o al eje Oz, la integral iterada de segundo orden Ip extendida 
por el dominio D será igual a la suma de integrales semejantes exten- 
didas por los dominios D, y Dz, es decir, 


1»= In, + 1ь,. (1) 


Demostración. a) Supongamos que la recta z = с (а <c < b) 
divide el dominio D en dos dominios*) Р, y Dz regulares en la direc- 
ción del eje Oy. Entonces 

b е) b с 


Я 
I= Î (j {© 0) j ® (3) dz= | Ф (2) de + § O (a) = 
e фо) b их) 

=} (Үле ydy)de+ (Ha u) dy)dz= In, +10, 
a бх) с g(x) 


b) Supongamos que la recta у = k divide el dominio D en dos 
dominios D, y Dz regulares en dirección del eje Оу, de modo tal 
como se expone en la figura 283. Designemos por M, у M3 los puntos 
de intersección de la recta y = h con la frontera L de D. Designemos 
las abscisas de estos puntos por а, y by. 


*) El hecho de que una parte de la frontera de D; (también del domini 
es un tramo de recta vertical no impide que este dominio sea regular en la dire 
ción del eje Oy. En efecto, para que un dominio sea regular, es preciso sólo 

uo cada recta vertical pasante por un punto interior de ésto, tenga no más 
de dos puntos comunes con la frontera. 
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El dominio D, está limitado por las curvas continuas: 

1) y = фи (2); у a 

2) la curva А, М,М.В, cuya ecuación escribimos convencional- 
mente en la forma 

у= фї (2), 
teniendo en cuenta que Фф? (х) = qa (z) cuando а <= < а у bi < 
<= <, y que 
Фі (2) = №, cuando [I< b; 


3) las rectas z = а, z = b. 


Fig. 283 


El dominio Ds está limitado por las curvas 
¥= ÇÎ (2), у= Ф. (2), donde a << by 


Aplicando a la integral interior el teorema sobre la descomposi- 
ción del intervalo de integración, escribamos la identidad siguiente: 
b gla) 


ъ= КС № dy jdr = 


Ка) * 


DY бх) 
S(S f Ddy+ ў f(z, у) dy)dr= 
а Фо si 


b oft b = 
= (( = Y dy)dz+[( § f(z, y) dy (dz. 
а ota 


а yr 
eo 
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Descompongamos la última integral en tres integrales aplicando 
el mismo teorema a la integral exterior: 


b в) 


a б) 
j (Û fe Ddy)de=} (ү f ndja+ 
а ox) а atia) 


olx ь 


O) 
+8 (j f аи) 1 (1 f(e, y dy)dz; 
a oP) O] 


como Ф? (z) = q» (z) en los segmentos la, as] y [b,, b], las inte- 
grales primera y tercera son idénticamente iguales a cero. Por eso: 


ь gr ds ш 
1ь={ ( П y) dy)dz+ $ Qe y) dy)dz. 
а q) a e) 


Aquí la primera integral es una integral iterada de segundo orden 
por el dominio D, y la segunda, por el dominio Dz. Por consiguiente, 


Io=1»p, + Ip, 
La demostración será semejante cualquiera que sea la posición 
de la secante M, Mz. Si la recta M,Ma divide a D en tres o, incluso, 
en mayor número de dominios, obtenemos una relación, análoga 


a la (1) con el número correspondiente de los sumandos en el segundo 
miembro. 


Corolario. Cada uno de los dominios obtenidos podemos dividir 
de nuevo en dominios regulares en la dirección del eje Oy mediante 


ul 


Fig. 284 


una paralela a Oy о a Ox, y aplicar a éstos la igualdad (1). Por con- 
siguiente, se puede dividir D en cualquier número de dominios 
regulares mediante paralelas a los ejes de coordenadas 


Di, Da, Da, ... Di, 
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en este caso también será válida la afirmación de que la integral 
iterada de segundo orden extendida por el dominio D es igual a la 
suma de estas integrales extendidas por los dominios parciales, es 
decir (fig. 284): 
1=1 + Io, + 1+... +1. (2 
Propiedad 2. (Evaluación de la integral iterada de segundo orden). 
Sean т y М los valores mínimo y máximo de la función f (х, y) en 
el dominio D. Designemos por S el área del dominio D. En este 
caso tenemos la correlación 
b өц) 
mS < $ (J y) dy )dz < MS. (9 
Demostración. Evaluemos la integral interior, designándola 
por Ф (2): 
ө) 


a(x) 
(= Y ле, dy < | Мау M [ee (2) — 909) 


Obtenemos: 
b a(x) b 
I= {С е #а)4е< $ мре) — oi (20J dz = MS, 


es decir 
In < М8. (3) 
Análogamente tenemos: 


90) 900 
O( = §\ f(z, yd> | mdz= т[Ф (х) — Ф (2)], 
mí 9,0) 


b b 
1ь= {Ф (z) dz > { т[ф (2) — qı (2)] dr = mS, 

а a 

es decir, 
Ip > mS. (35 
De las desigualdades (3) y (3”) se deduce la correlación (3): 
mS < In < MS. 

En el párrafo siguiente aclaremos el significado geométrico de 
este teorema. 


Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de 
segundo orden Ip de una función continua f (z, y), extendida por ил 
dominio D del área $ es igual al producto de $ por el valor de la fun- 
ción en cierto punto P del dominio D, es decir. 


b qa 
ў ые y) dy )dz = j (P) S. (4) 
a эй 


11-536 
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Demostración. De la correlación (3) obtenemos: 
1 
m< y Ip<M. 


El número + Tp está comprendido entre las valores máximo y mínimo 


de la función f(z, y) en el dominio D. En virtud de la continuidad 
de la función f(x, y), ésta toma en cierto punto P del dominio D 


el valor igual a Ж Ip, es decir. 


+ Io=f(P), 
de donde: 
Ip = Í (Р) S. (5) 
$ 3. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE (CONTINUACION) 


Teorema. La integral doble de una función continua f (x, y), 
extendida por un dominio regular D, es igual a la integral iterada de 
segundo orden de esta función extendida por D, es decir,*) 


b, о) 
S5 f(z, y)dzdy= Í (5 f(z, y) dy)az. 
D а la) 
Demostración. Dividamos el dominio D por las paralelas a los 
ejes de coordenadas en n dominios regulares (rectangulares): 
Asi, Аѕг, э» ы. AS 
En virtud de la propiedad 1 [fórmula (2)] del párrafo anterior 
tenemos: 
n 
I= Ian + lant +++ H Ian = 2 au: Шш 
'Transformemos cada sumando del segundo miembro utilizando el 
teorema de la medía para la integral iterada de segundo orden: 
Tas =f (Pi) Аз. 
Entonces, la igualdad (1) toma la forma 
n 
Ip= f (Р) As + f (Pa) А+... +f (Pa) Аз = > f (P) Аз, (2) 


*) De nuevo suponemos que el dominio D es regular en la dirección del 
eje Oy y limitado por las curvas y = Ф, (z), y = Ф: (z) y las rectas z = а, 
==. 
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donde P, es un punto en Аз;. A la derecha tenemos una suma inte- 
gral para la función f (z, y) extendida por el dominio D. Del teo- 
rema sobre la existencia de la integral doble se deduce que el límite 
de esta suma existe y es igual a la integral doble de la función 


(E 
4 


Fig. 285 


f (z, y) por D, cuando n— оо y el diámetro máximo de los dominios 
parciales As, tiende a cero. 

El valor numérico de la integral iterada de segundo orden Ip del 
primer miembro de la igualdad (2) no depende de n. Por tanto, 
pasando al límite en la igualdad (2), obtenemos: 


lp= lím УУР) Ав = $ $ f (z, y dedy 
diám As; +0 D 


6, 0 dzdy= 1n. (3) 


Esrcibiendo la expresión de la integral iterada de segundo orden 
Ip en forma más detallada, en definitiva obtenemos: 


ь Ф) 
JJi даду (J 1 v) dy)dz. (4 


Observación 1. Cuando f (т, у) > 0, la fórmula (4) toma una 
interpretación geométrica ilustrativa. Analicemos un cuerpo limi- 
tado por la superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie 
cilíndrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz 
sigue la frontera del dominio D (fig. 285). Calculemos el volumen V 
de este cuerpo. Hemos indicado ya que el volumen de este cuerpo 
es igual a la integral doble de la función f (z, y) extendida por el 
dominio D: 

= (т, y) dz dy. 
у=} f(e, y dedy © 
1» 
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Calculemos ahora el volumen de este cuerpo utilizando los resulta- 
dos del $ 4, cap. XII, tomo I sobre el cálculo del volumen de un 
cuerpo según las áreas de secciones paralelas. Tracemos el plano 
secante х = const (а < х < Б), que corta el cuerpo. Caleulemos 
el área 5 (т) de la figura obtenida en la sección т = const. Esta 


Fig. 286 Fig. 287 


figura es un trapecio curvilíneo limitado por las líneas z = f (=, y) 
(z = const), z = 0, y = qu (2), y = qa (z). Por consiguiente, esta 
área se expresará mediante la integral 

ГДЕ 


S(z)= \ f(z, y)dy. (6) 
Pix) 


Conociendo las áreas de las secciones paralelas, es fácil hallar el 
volumen del cuerpo: 


è 
V= Í S (z) dz, 
a 
o, sustituyendo $ (т) en esta fórmula por su expresión de (6), tenemos: 
b о) 
у=} ¡e F(z, y) dy Jdz. @ 
а pa 


Los primeros miembros de las fórmulas (5) y (7) son iguales por tanto 
son iguales también sus segundos miembros: 


b Pala) 
е, #4сду= \ ¡ARS y) dy )dz. 


No es difícil aclarar ahora el significado geométrico del teorema 
sobre la evaluación de la integral iterada de segundo orden (la pro- 
piedad 2 del párrafo anterior): el volumen V de un cuerpo limitado 
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por la superficie 2 = f (=, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndri- 
ca, cuya directriz sigue la frontera del dominio D es superior que el 
volumen de un cilindro de base S y altura т e inferior que el volu- 
men de un cilindro de base S y altura M (m y M son los valores 
mínimo y máximo de la función z = f (z, y) en el dominio D 
(fig. 286). Esto se deduce de que la integral iterada de segundo orden 
In es igual al volumen У de este cuerpo. 


Ejemplo 1. Calcular la integral doble $ f (4—х%— у) dz dy, si el domi- 
D 


nio D está limitado por las rectas т=0, z=1, y=0, má. 
Solución. En virtud de la fórmula, tenemos: 


эз i эз ТЧ 
| [$ @—:—и)4=] ay = { [6-и Са 
% 


A (ot) | 


Ejemplo 2. Calcular la integral doble de la función f(z, у) =1 +z +v, 
extendida роге el dominio limitado por las líneas: y=—x, z= Vj, у = 2, 
2=0 (fig. 

Solución. 


я 
1 


1 
фо; 


ани de] ay = ў [roti] an 


(rvit) – (ои) ] av 


1 
د مہ‎ oenn Staw 
A e) 


8 =. 
vy +075] = 
3 


20? 1 30, 2 24 715 
=] + A CI 


Observación 2. Supongamos que el dominio D regular en la 
dirección del eje Oz está limitado por las líneas 


х=. (y), 2=Y (0), у= с, y=d, 
siendo фи (y) < wpa (y) (fig. 288). 
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Es evidente, que en este caso tenemos: 
а vin 


SS (z, yardy=5 (Í f(z, y dz)dy. (8) 
р e vá 


Para calcular una integral doble es preciso representarla en 
forma de una integral iterada de segundo orden. Esto se puede hacer 


Fig. 288 Fig. 289 Fig. 290 


por dos procedimientos, utilizando la fórmula (4) o la (8). En cada 
caso concreto, para calcular la integral doble elijamos una u otra 
fórmula según la forma del dominio D o del integrando. 


Ejemplo 3. Cambiar el orden de integración en la integral 


=} (f erna) a: 


ыа 


Solución. El dominio de integración está limitado por la recta y== 
y la parábola =} (fig. 289). 

oda paralela al eje Oz corta la frontera del dominio no más que 
en dos puntos. Por tanto, se puede calcular la integral según la fórmula (8) 
poniendo 


(=й, ф(#ф=» 0<1<t 


entonces : 


I= 10 Hz, y) dz) dy. 


Е 
Ejemplo 4. Calcular SS eds, si el dominio D es un triángulo limi- 


D 
tado por las rectas y=z, y=0, z=1 (fig. 290). 
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Solución. Sustituyamos la integral doble dada por una integral itorada 
de segundo orden, utilizando la fórmula (4). (Si usáramos la fórmula (8), 
y 


tendríamos que integrar la función е“ respecto a z; pero esta integral no se 
expresa mediante las funciones elementales): 


y 1 xv oy 
х х y 
s$ ^ a= f ($ ш) az= (z) az= 
D 500 o 
1 Е. 
= { z(e—1) ao | 
? o 
Observación 3. Si el dominio D no es regular en la dirección 
del eje Ox, ni en la del eje Oy (es decir, si existen rectas verticales 
y horizontales que pasan por los puntos interiores del dominio 
y cortan la frontera del dominio en más dos puntos), entonces no 


Y 


3 = 0,59 ... 


Fig. 291 Fig. 292 


podemos presentar la integral doble extendida por este dominio 
en la forma de una integral iterada de segundo orden. Si logramos 
dividir el dominio irregular D en un número finito de dominios 
regulares Dı, Dz, .. ., Р, en dirección del eje Ох ó Oy entonces, 
al calcular la integral doble por cada uno de estos dominios parcia- 
les (con ayuda de la integral iterada de segundo orden) y al sumar 
los resultados, obtenemos la integral buscada extendida por el 
dominio D. 

En la figura 291 se muestra el modo de dividir el dominio irre- 
gular D еп dos dominios regulares Р, y Do. 


Ejemplo 5. Calcular la integral doble 
j extras 
D 
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extendida por el dominio D, encerrado entre dos cuadrados con el centro en el 
origen de coordenadas y los lados paralelos a los ejes de coordenadas, si cad: 
lado del cuadrado interior es igual a 2 y el del exterior a 4 (fig. 292). 
Solución. El dominio D es irregular. Sin embargo, las rectas z = — 1 
y z = 1 lo dividen en cuatro dominios regulares D4, Dz, Ds, 24. Por eso: 


рена f ertu ds+ f § eztv ds + | | eV ds- § f et ds. 
D Dı Da Рз Da 


Representando cada una de estas integrales en forma de una integral iterada 
de segundo orden, hallamos: 


e. E 1.2 
уреа | (| tv dy) асч $ (§ estu dy) ағ 
D -2 -2 = í 


ee [emi 
-i -2 4 -2 


е) (CA + (e —e) (ее) Hei e2) (e e1) + 
+(e? — 072) (e? — e) = (ез —е-3) (e—e71) = 4 senh 3 senh 1. 
Observación 4. En adelante escribamos la integral iterada de 
segundo orden 


b ©) 
={ (LI y) dy)dz, 


omitiendo los paréntesis de la integral interior, es decir, en la forma: 
b 0) 


=} 5,16 y) dy dz. 


Aquí, (igual que en el caso, en que se ponen los paréntesis) conven- 
gamos que la primera integración se realiza respecto a la variable, 
cuya diferencial está escrita primera y después, respecto a la otra 
variable, cuya diferencial está escrita en el segundo lugar. Notemos, 
sin embargo, que esta- regla no está generalmente aceptada. En 
algunas obras está adoptado el procedimiento contrario: princi- 
pio, la integración se realiza respecto a la variable, cuya diferencial 
ocupa el último lugar*). ч 


$ 4. CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES 
CON AYUDA DE INTEGRALES DOBLES 


1. Volumen. Como hemos visto en $ 1, el volumen V de un 
cuerpo, limitado por una superficie z = f (z, y), donde f (=, y) 
es una función no negativa, el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 


) A veces se utiliza también la anotación siguiente: 


b 9 > Y 
lp=5 (f f(z, dy) ас} dz | f(z, y) dy. 
НЕЯ ¿a 
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cuyas generatrices son paralelas al eje Oz, y la directriz sigue la 
frontera del dominio D, es igual a la integral doble de la función 
Í (z, y) extendida por D: 


у=}{/@ ds. 


Ejemplo 1. Calcular el жоймай da n cuerpo limitado por las supor- 
ficies z=0, y=0, =+y-+2=1, 2=0 (fig. 293). 
Solución. 


v= s$ (1—2—y) dy dz, 


donde D (rayado en la año: 293) es el dominio en forma triangular del 
plano Оху limitado por las rectas 2=0, y=0, z+y=1. 


Fig. 293 Fig. 294 


Poniendo los límites en la integral doble, calculemos el volumen: 
11x 
4-а 


ves $ A $ [u-t e 


1 
=f lada 
0 


Así, Y= unidades cúbicas. 

Observación 1. Si el cuerpo, cuyo volumen se busca, está limi- 
tado por arriba y por debajo por las superficies z = Ф, (х, y) >0 
y z = Ф; (z, у) >0, respectivamente, siendo D la proyección ¢ de 
ambas superficies sobre el plano Ozy, entonces, el volumen V de este 
cuerpo es igual a la diferencia entre los volúmenes de dos cuerpos 
«cilíndricos», el primero de los cuales tiene D como base inferior 
y la superficie 2 = Ф, (г, y), como base superior, y el segundo 
tiene D también como base inferior y la superficie 2 = Ф, (=, y), 
como hase superior (fig. 294). 
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Por eso, el volumen V es igual a la diferencia de dos integrales 
dobles: 


V= [f D(z, y) ds — IO, (a, vas, 
v= 0,0, Y — O: (r, y) ds. a) 


Es fácil demostrar que la fórmula (1) es válida no sólo cuando 
Ф, (х, y) y Ф, (х, y) son funciones no negativas, sino también, 
cuando Ф, (z, y) y Ф, (т, y) son 
funciones continuas arbitrarias que 
satisfacen la correlación: 


Ф, (z, у) > Ф (z, y). 


Observación 2. Si la función 
f(x, y) cambia de signo en el 
dominio D, divida nos a óste en dos 
dominios: 1) dorinio D,, donde 
f (т, y) >0; 2) dominio Da, donde 
f (z, у) < 0. Supongamos que D, 
y Dz son tales сле por estos domi- 
nios existen las integrales dobles. 
En este caso la integral por el 
dominio D, será positiva e igual al 
volumen del cuerpo dispuesto por 

Fig. 295 encima del plano Оху. La integral 

extendida por D, será negativa 

e igual por su valor absoluto al volumen del cuerpo dispuesto 

por debajo del plano Ozy. Por consiguiente, la integral extendida 

por el dominio D expresará la diferencia de los volúmenes corres- 
pondientes. 


у 
pi 


2. Cálculo del área de un dominio plano. Si formamos una suma 
integral para la función f (z, у) = 1 por el dominio D, obtenemos 
el área 


S= J 1۵s, 
= 


cualquiera que sea la división. Pasando al límite en el segundo 
miembro de la igualdad, obtenemos: 


5= 55 dx dy. 


Si el dominio D es regular (véase, por ejemplo, fig. 280), el área S 
se expresará mediante la integral interada de segundo orden 
b Ф) 
s=J(J y dy)az, 


a مار‎ 
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Después de la integración de la integral entre paréntesis, tenemos: 


è 
S = } [о (2) — q, (2)] dz, 
(véase $ 1, cap. XII, tomo 1). 
Ejemplo 2. Calcular el área de un dominio limitado por las curvas 
y=2— 7, у= 2. 
Solución. Determinemos los puntos de intersección de las curvas dadas 


(tig, 205). Las ordenadas de dos curvas son iguales en el punto de intersección, 
es decir, 


2=2—2%, 
de donde: 22 z—2=0, =, = —2, 
Hemos obtenido dos puntos де їшїөгзєсс 
М, (2, —2), Ma (1, 1). 
Por tanto, el área buscada es: 
1 2x2 
a22 


= ( $ dy) dz f e-nnan [e 


$ 5. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS POLARES 


Sea dado еп el sistema de coordenadas polares 0, р, un dominio D 
tal, que todo rayo*) pasante por un punto interior de D corta la 
frontera del dominio no más que en dos puntos. Supongamos tam- 
bión que el dominio D está limitado por las curvas р = Ф, (0), 
р = 0, (0) y los rayos Ө = а, y 0 = f, siendo Ф, (0) < Ф, (0) 
y а < В (fig. 296). Diremos que un dominio tal es regular. 

Sea dada en el dominio D una función continua de las 'coorde- 
nadas Ө у р: 

z= Е (0, р). 
Dividamos arbitrariamente D en los dominios parciales Аз, Ass, . . . 
sio ay АҺ. 

Formemos la suma integral: 


Vn = 2, P(PN Ask, (0 


donde Р, es un punto еп Азу. 
Del teorema sobre la existencia de la integral doble se deduce 
que cuando el diámetro máximo de As, tiende a cero, la suma inte- 


*) Llamomos rayo a toda semirrecta que parte del origen de coordenadas, 
es decir, del polo P. 
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gral (1) tiene un límite V. Según la definición, este límite V es la 
integral doble de la función F (Ө, р) extendida por el dominio D: 


V= 3 
J FO, mas o 

Calculemos aquí esta integral doble. 

Como el límite de la suma integral no depende del modo de 
dividir D en los dominios parciales As,, podemos dividirlo, para 
la comodidad, mediante rayos © = 0,, 0=0,, Ө =Ө„,..., 
+. ., 9 = 0, (donde 0, = а, O, = B, Ө, < 0 < 0, < я Өө.) 
y las circunferencias concéntricas р = ро, р = Pi .. ., р = рт» 
Idonde py es igual al valor mínimo 
de la función Ф, (Ө) y pm, al valor 
máximo de Ф, (Û) en el intervalo 
а <O < В; Po < р <... < рь]. 

Jlesignemos por As, el dominio 
parcial limitado por las líneas 
P = Piar P = ру, O = Opa, Ө == Өл. 

Sean aquí tres tipos de los do- 
minios parciales Аз: 1) los que 
no se cortan рог la frontera y se 
sitúan dentro del dominio D; 2) los 
que no se cortan por la frontera y 
se sitúan fuera del dominio D; 
3) los que se cortan por la frontera 
del dominio D. 

Fig. 296 La suma de los términos, со- 

rrespondientes a los dominios раг- 

ciales cortados, tiene por límite cero, cuando АӨ, > O y Ap; ->0, 

por lo que estos sumandos no se toman en cuenta. Los dominios 

parciales Аз, que se encuentran fuera de D y no entran en la suma 

integral no nos interesan. Por consiguiente, se puede escribir la 
suma integral en la forma: 


a= Ў, ғылы], 


donde Pi, es un punto arbitrario de Аз. 

El signo de suma doble significa aquí, que al principio sumamos 
р el índice і, considerando k constante (es decir, sumamos todos 
los términos que corresponden a los dominios parciales comprendi- 
dos entre dos rayos vecinos*). El signo de suma externo significa 


*) Observemos que al sumar рог el índice í, éste no tomará obligatoria- 
mente todos los valores de 1 a m, puesto que no todos los dominios parciales 
situados entre los rayos Ө = 0, y $ = 0,4, pertenecen а D. 
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que nosotros unimos todas las sumas obtenidas durante la primera 
adición (es decir, sumamos por el índice k). 

Hallemos la expresión del área del dominio parcial Ası, que no 
se corta por la frontera de D. El área es igual a la diferencia de las 
áreas de dos sectores: 


1 1 A 
dm = Ê 60,4 Ae)" лө, — 4-уїлө, = (pi + Аё) лиле, 


Аз =piAp:A0,, donde ри <р < Pi + Ар. 
Así, la suma integral tiene la forma*) 
у= 2, [Z F(R, pi) р:Ар‹А®,], 
donde Р (0%, р?) es un punto de Азу. Saquemos el factor ЛӨ, fuera 


del signo de la suma interior (esto se permite, puesto que es un factor 
común para todos los términos de esta suma): 


Vn =2 [2 F (0%, рї) pi Api) ЛӨ,. 


Supongamos que Ap, —— 0 y АӨ, queda constante. En este caso, 
la expresión entre paréntesis tenderá a la integral 


Ф000) 
ў F (Ois p) pdp. 
өөр 
Suponiendo ahora que A0, —> 0, en definitiva, obtenemos**): 
в o0 
V=j(] F(, p)pdp)dð. (3) 
а o0 


*) Podemos analizar la suma integral en esta forma, puesto que el límite 

de la suma no depende de la posición del punto dentro del dominio parcial; 
**) Nuestra deducción de la fórmula (3) no es rigurosa, al obtenerla, al 
principio, hemos téndido Ap; a cero, conservando АӨ, invariable y sólo después 
femos tendido A0, a cero. Esto no corresponde completamento a la definición 
de integral doble la que consideramos como el límite de una suma integral, 
cuando los diámetros máximos de los dominios parciales tienden а cero 
(es decir, cuando АӨ, у Ap: tienden simultáneamente a cero). Sin embargo, 
a posar de la fal*a de rigurosidad en la demostración, el resultado es justo (es 
decir, la fórmula (3) es válida). La demostración rigurosa podría sor efectuada 
mediante el método utilizado para el examen do la integral doble en las coor- 
denadas rectangulares. Notemos, que esta fórmula será deducida también 
en $ 6, partiendo de otras consideraciones (como caso particular de la fórmula 
más general para transformar las coordenadas dentro de la integral doble). 
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La fórmula (3) sirve para calcular integrales dobles en las coor- 
denadas polares. 

Si la primera iptegración se realiza por Ө, у la segunda, por р, 
obtenemos la fórmula (fig. 297): 


о: р 
v=) (7, 40 p) d0)p ар. (8) 


Supongamos que es preciso calcular la integral doble de Іа fun- 
ción f(x, y), dada en coordenadas rectangulares y extendida por 
el dominio D: 


ле, y) dz dy. 


Si D es un dominio regular en coordenadas polares 0, p, el cálculo 
de la integral dada se puede reducir a la determinación de una inte- 


xk 


27 
x*+(y-a) =a Y 


Fig. 297 Fig. 298 


gral iterada de segundo orden en coordenadas polares. 
En efecto, puesto que 
z=pc0s0, у = р sen Ө, 
f (z, y) = f lp соз Ө, р sen Ө] = F (0, р), 
рог tanto, tenemos 


B Ф200) 
рле, vazdy=1( 5 Лосоз9, psen0]p ар) dð. (4) 
D a 00 


Ejemplo 1. Calcular el volumen У del cuerpo limitado por la superficie 
esférica 
“+++ = даа 


24 y? — 2ay = 0. 

Solución. Como el dominio de integración se puede tomar, en este ejemplo, 

la base do un cilindro 2*-+ y? — 2ay = 0, es decir, un círculo de radio a y 
centro en el punto (0,a). La ecuación de este círculo se puede escribir en la 
forma: 22  (y — a)? = a? (fig. 298). Calculemos la cuarta parte del volumen 


y el cilindro 
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У, es decir, la parte dispuesta en el primer octante. Entonces, en calidad del 
dominio de integración debemos tomar un semicírculo, cuyas fronteras son 
determinadas por las ecuaciones: 


==Q(y)=0, z=92(y)= Vay =y, 
y=0, y=2a. 
El integrando es 


z=f (z, 0) = Vaz. 


Por tanto, 


2а Vay- 
7 dz) dy. 


PY vaa 


Transformemos la integral obtenida para las coordenadas polares Ө, р: 
z=pc0s0, y=psen0. 


Determinomos los límites de integración. Para esto escribamos la ecua- 
ción de circunferencia dada en coordenadas pola- 
res: puesto quo 


=, 
=p sen 0, 

tenemos: 

š p?— 2арвеп 0=0 


p=2a sen 0. 


Por consiguiente, las fronteras del dominio 
en coordenadas polares (fig. 299) se determinan 
por las ecuaciones: Fig. 299 


P=0,(0)=0, p=0W2(0)=22sen0, a=0, Po. 


el integrando tiene la forma 


Р (0, р) = Vip, 


Por consiguiente, obtenemos: 


y 2 pamo А 7 (4a2—p2)%/27 за sen Ө 
E SE 
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Ejemplo 2. Calcular la integral de Poisson: 
fora 
Solución: Calculemos al principio la integral I= § {е7 dz dy, 
Б 
donde el dominio de integración D es un círculo 
14 y2=R 
(fig. 300). 
Pasando a las coordenadas polares Ө, p, tenemos: 


2л R 2л R 
ү $ ($ ар) dd j f er Joja 


Si hacemos que el radio R tienda al infinito (es decir, si ampliamos 
indefinidamente el dominio de integración), obtenemos la así llamada inte- 


$ 


Fig. 300 


gral múltiple impropia: 


2л о 2: 


xR 
ҮРЕ e HE i ЕУ 
ae рар) de ш iG Po dp) d0 jim ra 
Demostremos, que la integral § f 272—2 dz dy tiende al límite л, 


D' 
cuando el dominio D’ de forma arbitraria se amplía de modo tal, que todo 
punto del plano se encuentre, por fin, en D y permanezca en 6] (anotemos 
септеп апајшеціе esta ampliación del dominio D' рог la correlación 
* + со). 


ап А; y R, las distancias mínima y máxima de la frontera: del 
dominio D’ a partir del origen de coordenadas (fig. 301). 
Como la función e7**-1% >0 por dondequiera, las desigualdades 


Ip, < И CV dz dy < Ip, 


(eS? da dy Sa ie”, 
D 


son válidas. 
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Como D’ -+ co, es evidente que R; — co y Ra со y los miembros extre- 
mos de la desigualdad tienden a un mismo límite л. Por consiguiente, a este 
límite tiendo también el miembro medio, es decir, 


иш [je 9-4 dz дул. (5) 
ро 4) 


Supongamos, en particular, que el dominio D’ es un cuadrado de lado 
igual a 2a y centro en el origen de coordenadas; entonces: 


аа-а Ef ауз оза, иа 
ИШ dzdy= | je dzdy= j [eo “eV” dz dy = 
D z 


la la 


= і al =° dz) dy. 


Suquemos ahora el factor e7Y* fuera del signo de la integral interior (pode- 


mos hacerlo, puesto que e7 no depende de la variable de integración (ғ), 
Entonces 


a a 
167-7 dzdy= | (Y dz) dy. 
> La la 


Pongamos { e"* dr=Ba. Este es un número constante (dependiente sólo 
La 
de a); por esto , 
а 


а 
ffe dz dy== | еВ у= В, | 
Е" -a 


u? dy, 


a 
Pero, la última integral es [también igual a Ba (puesto que | e“ х= 


a 
= { е^ dy); por consiguiente, 


И] TAM dz dy = BaBa = В. 


Pasemos en esta ecuación al límite, haciendo que a tienda al infinito (en esto 
caso D’ se amplía indefinidamente): 


а ке 
i aya pi di E a 
jim, y «а-и de dy= lim Ba = lim [se = ° = az]. 
Pero, según lo demostrado (véase (5)), 

lím [| eV dz dy =n. 

D'o 1) 
Por tanto: 

[7 tatea 


12-530 
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“uva 
Esta integral se encuentra a menudo en la teoría de probabilidades y en la esta- 
dística. Notemos, que es imposible calcular esta inte directamente (con 
ayuda do la integral indefinida), puesto que la primitiva de ех no se expre- 
sa mediante Jas funciones elementales. 


$ 6. SUSTITUCION DE VARIABLES 
EN UNA INTEGRAL DOBLE (CASO GENERAL) 


Sea dado en el plano Оту un dominio D limitado por la curva Z. 
Supongamos también que las coordenadas = е y son las funciones 
de las nuevas variables и y v: 

х= Ф (и, v), y = y (u, v), (1) 
donde las funciones q (и, v) y ф(х, v) son uniformes, continuas 


Fig. 302 Fig. 303 


y tienen: las derivadas continuas en cierto dominio D” que será defi- 
nido abajo. En este caso, según la fórmula (1), a cada par de valores 
и у v corresponde un solo par de valores х e y. Supongamos, ahora, 
que las funciones ф у їр son tales que, si damos a г e y los valores 
determinados en el dominio D, entonces, según las fórmulas (1) deter- 
minemos los valores definidos de u y v. 

Analicemos el sistema de coordenadas rectangulares Ouv 
(fig. 302). De lo expuesto arriba se deduce, que a todo punto Р (=, y) 
-en el plano Ozy (fig. 303) corresponde uniformemente un punto 
P’ (и, v) del plano Ouv de coordenadas и, v definidas por las fór- 
mulas (1). Los números u y v se llaman coordenadas curvilíneas del 
punto P. 

Si un punto describe en el plano Огу la curva cerrada L que 
limita el dominio D, entonces en el plano Ouv el punto correspon- 
diente describirá una curva cerrada Z’ que limita un cierto dominio 
D'; además, a cada punto de D’ le corresponde un punto de D. 
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Por consiguiente, las fórmulas (1) establecen una correspondencia 
Ыіипіроса entre los puntos de los dominios D у D’, o, como se dice 
también, representan biunivocamente а D en D’. 

Analicemos en D’ una recta и = const. En general, por las fórmu- 
las (1) hallemos que en el plano Ozy le corresponde una cierta curva, 
Del modo igual a toda recta v = const del plano Ouv le corresponde 
una cierta curva en el plano Огу. 

Mediante rectas и = const y v = const dividamos el domi- 
nio D’ en los dominios parciales rectangulares (no tomamos en 
consideración los rectángulos que tocan la frontera de D’). Las curvas 
correspondientes dividen el dominio D en ciertos cuadriláteros 
curvilíneos (fig. 303). 

Analicemos en el plano Ouv un rectángulo As’, limitado por las 
rectas u = const, u + Аи = const, v = сопзі, v+ Av = const 
y el cuadrilátero curvilíneo As que le corresponde en el plano Оту. 
Las áreas de estos dominios parciales designémoslas por As” y As, 
respectivamente. Es evidente, que: 


As = AuAv. 


Hablando en general, las áreas As y As’ son diferentes. 
Sea dada una función continua 


z= f(z, y) 
en un dominio D, 
А todo valor de la función z = f (=, y) del dominio D, corres- 
ponde un mismo valor de la función 2 = F (u, v) en D”, donde 


F (u, v) = f lọ (и, v), Ф (и, v)l. 


Examinemos las sumas integrales de la función z extendidas 
por el dominio D. Evidentemente, se verifica la igualdad siguiente: 


>] (z, y)As = EF (и, v)As. (2) 
Calculemos As, es decir, el área del cuadrilátero curvilíneo 


P,P¿P4P+ en el plano Оху (véase fig. 303). 
Determinemos las coordenadas de sus vértices: 


Р, (2, WD, жү == ф (и, v), и=ў(и, 0), | 

Р» (a, Ya), 22= ф (и + Au, v), у» == y (и + Au, v), м 
Pa (а, y), лз == (u Аи, v+ Av), ар Ли, v4 Av), | ө 
Р, (24, Ya), =P (u, v + Av), Y =v(u, v+ Ab). 


Al calcular el área del cuadrilátero curvilíneo P¿P¿PyP4, con- 
sideremos que las líneas P,P», P2P3, РР, P,P, son, por pares, 
rectas paralelas; además, sustituyamos los incrementos de las fun- 
ciones por sus diferenciales correspondientes. De este modo, menos- 


12 
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preciemos las infinitesimales de orden superior en comparación 
con las Au, Av. En este caso, las fórmulas (3) toman la forma: 
а= Q (u, v), Y=Y(4 0), 

+ 9 м, 


ди 


n= da Da, =p (и, 0) 
du 


о 


#Ф Av. 


2= ф(и, + дь, у = (и, v) + 
до до 


| 

тафи у E Аи Lao, рафи, о) Pau Y дь, 

ди dv du di | 

) 

(3) 

Hechas las suposiciones mencionadas, podemos considerar el 

cuadrilátero curvilíneo P¿P¿P3P, como un paralelógramo. Su área 

As es aproximadamente igual al área duplicada del triángulo 

P,P,P,, y se determina mediante la aplicación de la fórmula co- 
rrespondiente de la geometría analítica: 


As] (л, — 25) (Ys — Y) — (33 — ж) (з — vd |= 
(2 ip м) 29 д, до ao м + 2 av) 
ди aw / дь ди дь 


дь 


др ду _ дф дф 
ди öv до ди 


AuAv 


9р Фф диду .09. 0% дид 
ди de dv ди 


лиль. 


Las líneas verticales secundarias exteriores de la determinante 
significan que ésta se toma por su valor absoluto. Introduzcamos 
la designación: 


Por consiguiente, 


(4) 
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La determinante / se llama determinante funcional o jacobiano 
(por el nombre del matemático alemán Jacobi) de las funciones 
Ф (u, v) y y (u, v). 

La igualdad (4) es sólo aproximada, puesto que, al calcular el 
área de As, hemos menospreciado las infinitesimales de orden supe- 
rior, Sin embargo, cuanto menores son las dimensiones de los domi- 


ШП 
| E] 
н a ý Л 
O @ d 
Fig. 304 Fig. 305 


nios parcialas As y As’, tanto más precisa será la igualdad. Pasando 
al límite, la igualdad comienza a ser precisa, cuando los diámetros 
de los dominios parciales As y As” tienden a cero: 


др im, LE. 
diám ла-»о As 


Apliquemos ahora la igualdad obtenida al cálculo de la integral 
doble. En virtud de la igualdad (2), podemos escribir: 


Yi (2, y) As = DF (и, v) TAs” 
(la suma integral del segundo miembro se extiende por el dominio D’). 


Pasando al límite, cuando diám As' —> 0, obtenemos la igualdad 
exacta: 


Sa, y) dz dy = $} F (u, v)| I |du dv. (5) 


Esta es la fórmula de transformación de las coordenadas dentro de la 
integral doble. Ella permite reducir el cálculo de una integral doble 
extendida por el dominio D al cálenlo de una integral doble exten- 
dida por el dominio DP”, lo que puede simplificar el problema. 

La primera demostración rigurosa de esta fórmula pertenece al 
distinguido matemático ruso M. V. Ostrogradski. 


Observación. El paso de las coordenadas rectangulares a las 
polares, examinado en el párrafo anterior, es un caso particular 
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del cambio de variables en una integral doble. Aquí tenemos u = 0, 
v= р: 
z=pco0s0, у = psen 0. 

El arco AB (р = py) del plano Оху (fig. 304) está representado 
por la recta A'B’ en el plano O0p (fig. 305); el arco DC (p = р») 
del plano Оту, por la recta D'C’ en el plano ОӨр. 

Las rectas AD y BC del plano Огу están representadas por las 
rectas A'D’ y B'C” en el plano Op. Las curvas L, y Lo se represen- 
tan por las curvas Li у L}. 

Calculemos el jacobiano de la transformación de las coordenadas 
cartesianas т e y en las polares Ө ур: 


dx дт 
= — psen0cosO а a 
> pcosðsenð | — psen*0 — pcos’ = — р. 
Por consiguiente, | I | = р, entonces 


B 00 
re агау =} (Û FO, p) pdp)do. 
D а o0 
Esta es la fórmula obtenida en el párrafo anterior. 
Ejemplo. Calcular la integral doble 
f (—=) dz dy 
D 
donde D es el dominio del plano Ory li- 
mitado por las rectas 


y=z+41, у=2—3, y= ат, 


КЕЕ: 


3 


El cálculo directo de esta integral 
doble sería una tarea dificultosa, pero 
Fig. 306 un cambio simple de variables permite re- 
ducirla a la integral por un rectángulo, 

cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas. 


Pongamos 


u=y—z, omy. © 


Entonces, las rectas y==-+1, y=r—3 serán representadas respectivamente 
т 


por las rectas u=1, u=—3 еп el plano Our; las rectas y= 


1 7 
у= —зр 245, por las от, v=5. 
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Por tanto, el dominio dado D será representado por el dominio rectangu- 
lar D' expuesto en la fig. 306. Nos queda calcular el jacobiano de transfor- 
mación. Соп este lin expresemos z e y en función de u y v. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones (6), obtenemos: 


dx дг 3 


и du dv= —18. 


1 
ыз? 
Sn 
aJe 
= 
Б 
2 
E 
1 
e” 
| 
мә 


$ 7. CALCULO DE LAS AREAS DE SUPERFICIES 


Supongamos que es preciso calcular el área de una superficie 
limitada por una curva Г (fig. 307); sea dada la superficie por una 


EY 


Fig. 307 Fig. 308 


ecuación 2 = f (=, y), donde la función f (z, y) es continua y tiene 
las derivadas parciales continuas. 

Sea L la proyección de la curva I’ sobre el plano Оху. Designemos 
рог D el dominio del plano Оху, limitado por L. 
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Dividamos arbitrariamente el dominio D en n dominios parcia- 
les o elementales Аз, Asz, ..., As,. Tomemos еп cada dominio 
parcial As, un punto arbitrario P; (Es, ni). Al punto P; correspon- 
derá un punto en la superficie 


М.Е, me F (E, 90). 


Por el punto М, tracemos un plano tangente a la superficie. Su 
ecuación será: 


в — u = fy @, ти) (2 — E) + fy (En т) (y — nD (1) 
(véase § 6, cap. IX, tomo I). En este plano elijamos un dominio 
parcial Ло; tal que se proyecta sobre el plano Оху en forma del 
dominio elemental Аз. Consideremos la suma de todos los dominios 
elementales Ao;: 


y Ao. 
=. 
El límite с de esta suma, cuando el máximo de los diámetros 
de Ло, tiende a cero, llamemos área de la superficie, es decir, según 
la definición, pongamos: 


n 


o= lím 
diám ло-—*0 
Calculemos ahora el área de la superficie. Designemos por yı 
el ángulo formado por el plano tangente y el plano Ozy. Basándonos 
en la fórmula conocida de la geometría analítica, podemos escribir 
(fig. 308): 


Aor. (2) 


Аз, = Ao, cos y; 
ó 


Bojat, 3) 
соз?! 


El ángulo yı también está formado por el eje Oz y la normal al 
plano (1). Por eso, en virtud de la ecuación (1) y de la fórmula co- 
rrespondiente de la geometría analítica tenemos: 


1 
VA FEE т) +17 @. т). 


созү = 


Por consiguiente, 
Aor = V1 + 72 (En т) +17 (En ти) Аз. 
Poniendo esta expresión en la fórmula (2), obtenemos: 


o= lim >) V1 +f, ты) +1 @ ND Аз. 


diám Asio і 
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Como el límite de la suma integral del segundo miembro de ‘esta 
última igualdad es, según la definición, la integral doble 


JORO 


en difinitiva, Sems: 


VA a 


Esta es En fórmula que permite calcular el área de la superficie 
z= Í (x, y 
Si la ión de la superficie es dada en la forma 
x= u (у, 2) o en la forma у = y (=, 2), 


Fig. 809 


entonces las fórmulas correspondientes, para calcular las superficies, 
tienen la forma: 


°= || (E 2 
MONO) JS 


donde; Dé ¢ DP son los: dominios: de los planos Ops Otek los 
cuales se proyecta la superficie dada. 


dy dz, (3) 


dz dz, (37) 


Ejemplo 1. Calcular la superficie о de la esfera 
а R2, 
е de la mitad superior de la esfera 


:=Y/ RAR 


z4 
Solueión. Calculemos la superfi 
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(fig. 309). En este caso tenemos: 


Por tanto, 


EUR ГА 
VE) Р Vaz Y 
El dominio de integración está determinado por la condición 


224 y2 < R2. 
Así, en virtud de la fórmula (4), tenemos: 


эту ` 


Para calcular la integral doble obteni 
pasemos a las coordenadas polares. En es 
coordenadas la ecuación de Ja frontera del 
dominio de integración es p= №. Рог consi- 
guiente, 


2n R 


Fig. 310 =гн( утара d= R$ R d0 = Аяра, 
о % 
Ejemplo 2. Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro 
ауз а? 
la cual se recorta por otro cilindro 
24 22=a?, 


Solución. En la figura 310 está expuesta la parte octava de la superficie 
buscada. La ecuación de la superficie es y=Y/a7—23; por eso, 


ду 
vaz 


az 
TAUN CAN Z _ a 
V+) + (3) Vat MT 
El dominio de integración es una cuarta parte del círculo, es decir, se 


determina por las condiciones siguientes: 
заа < a, 270, 2>0, 


Por consiguiente, 
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$8. DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MATERIA 
Y LA INTEGRAL DOBLE 


Supongamos que cierta materia está distribuida en el dominio D 
de modo que cada unidad del área D contiene una cantidad deter- 
minada de ésta. Se trata aquí de la distribución de la masa, aunque 
nuestros razonamientos siguen en vigor cuando hablemos de la 
distribución de carga eléctrica, cantidad de calor, etc. 

Examinemos un dominio parcial arbitrario As de D. Sea Am 
la masa de la materia distribuida en este dominio parcial. Entonces, 


А т Р н A ы 
la razón 2т se Пата densidad superficial media de la materia en Ав, 


Suponemos ahora que el dominio parcial As disminuye, redu- 
ciéndose, finalmente, al punto Р (=, y). Examinemos el límite 
а ат. Si este límite existe, él dependerá, en caso general, de 
48+0 
la posición del punto P, es decir, de sus coordenadas z e y, repre- 
sentando en sí cierta función f (Р) del punto Р. Este límite lo Па- 
maremos densidad superficial de la materia en el punto P: 


lim д". = (Р) = 1 (2, у). (0) 


Aso 


Así, la densidad superficial es una función / (т, y) de las coor- 
denadas del punto examinado en el dominio. 

Supongamos, ahora, inversamente que en el dominio D está 
dada la densidad superficial de cierta materia como una función 
continua f (Р) = f (т, y); es preciso determinar la cantidad total 
de la materia M que se contiene en D. Dividamos el dominio en los 
dominios parciales As, (i , 2, ..., n), y en cada de ellos tome- 
mos un punto Ру. Entonces, f (Ру) es la densidad superficial en el 
punto Py. 

El producto f (P;) As; nos da la cantidad de la materia contenida 
en As; (con la precisión de hasta las infinitesimales de orden supe- 
rior), mientras que la suma 


YI As, 


expresa aproximadamente la cantidad total de la substancia distri- 
buida en el dominio D. Pero ésta es la suma integral para la fun- 
ción f (P) en D. El valor preciso lo obtenemos pasando al límite, 
cuando As; —> 0. 
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Por consiguiente”), 


2 
M= lim Y HP) As = }$/(Р)ав=}{/( dedy (2 
аро (E D 
es decir, la cantidad total de materia en el dominio D es igual a la 
integral doble por D de la densidad f (P) = f (x, y) de esta subs- 
tancia, 


Ejemplo. Determinar la masa de una placa redonda de radio R, si la 


densidad superficial / (=, y) del material en cada punto Ple. y) en, propor 
cional a la distancia del punto (=, y) al centro de la placa, ев decir, si 


10, у) = ку yî. 
Solución. Según Ја fórmula (2), tenemos 
M= | | k V25F ji dr dy, 
D 


donde el dominio de integración D es el círculo 2? 4- у? < RP, 
Pasando a las coordenadas polares, obtenemos 


2n R н 
м=к\ (Ў endo) 40 =k 2n i = кан», 
0 0 


о 


$ 9. MOMENTO DE INERCIA DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 


Se llama momento de inercia / de un punto material M de masa т 
respecto a un cierto punto O al producto de la masa m por el cuadrado 
de la distancia r entre los puntos M y O: 


I= m”. 


El momento de inercia de un sistema 
de puntos materiales my, Ms, ..., Mp 
respecto al punto O es la suma de los 
momentos de inercia de los diversos pun- 
tos del sistema: 


| түт. 
1 

Determinemos, ahora, el momento de inercia de una figura 
material plana D. 

Supongamos que la figura D está situada en el plano de соогіе- 
nadas Оту. Determinemos el momento de inercia de esta figura 
respecto al origen de coordenadas, suponiendo que la densidad 
superficial es por dondequiera igual a la unidad. 

Dividamos D en los dominios parciales AS, (i = 1, 2, ..., п) 
(fig. 311). En cada dominio parcial tomemos un punto P; de coor- 


*) La expresión Азу —» 0 significa aquí que el diámetro de As; tiende a cero. 


Fig. 311 I= 
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denadas E, nı. El producto de la masa del dominio parcial AS, 
por el cuadrado de la distancia ri = Ej + mi, se llama momento 
elemental de inercia Al; de AS;: 
М =(E + n ASi. 
Formemos la suma de estos momentos: 


BÎ n AS, 


la que es, al mismo tiempo, una suma integral para la función 
Í (z, y) = z? + y? por el dominio D. 

Determinemos el momento de inercia de la figura D como el 
límite de esta suma integral, cuando el diámetro de cada AS, tiende 
a cero: 


I= lim У (fî +n) ASe 


diám л5ү-*о Г 


Pero, el límite de esta suma ез la integral doble y (2° 4 y?) dz dy. 
Por consiguiente, el momento de inercia de la figura D respecto al 
origen de coordenadas es igual a: 

h= 1] ( + y”) de dy, (1) 


donde D es el dominio coincidente con la figura plana dada. 
Las integrales 


1. =55 y’ dedy, (2) 
D 
In = $} dedy 5 
D 
se llaman, respectivamente, los momentos de inercia de la figura D 
respecto a los ejes Ox y Oy. 


Ejemplo 1. Calcular Л momento de inercia del área de círeulo D de 
radio X, respecto al centro O. 


Solución: Según la fórmula (1), tenemos: 
То: | § (224 y2) dz dy. 
D 
Para calcular esta integral, pasaremos a las coordenadas polares 0, р. 
La ecuación de la circunferencia en coordenadas polares es p=R. 


Por eso, 
a R 


ao‏ )ا( 


о 


Observación. Si la densidad superficial y по es igual a 1 y es 
una cierta función de т e y, es decir, y == y (7, y), entonces la masa 
del dominio parcial AS, será igual a y (E,, т) AS, (con precisión de 
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hasta las infinitesimales de orden superior) y por esto, el momento 
de inercia de una figura plana respecto al origen de coordenadas, será: 


L=} S (a, 0) (+ y) dz dy. a) 


Ejemplo 2. Calcular el momento г inercia de la figura material plana D 
limitada por las líneas y2=1—x; z eje Oy, si la densidad 
superficial en cada punto es igual 


Solución. 
1 vi 


tom ( $ 


Elipse de inercia. Determinemos el momento de inercia de una 
figura plana D respecto a cierto eje OL que pasa por un punto О 
tomado por el origen de coordenadas. 

Sea q el ángulo formado por la recta OL con la dirección posi- 
tiva del eje Ox (fig. 313). 

La ecuación normal de la recta OL es 


т sen ф — y cos ф = 0. 


La distancia r de un punto cualquiera M (т, y) a esta recte ез 
igual а r = | х зеп ф — y cos q |. El momento de inercia 7 del 


Fig. 312 Fig. 313 


área D en relación a la recta OL, según la definición, se expresa 
mediante la integral 


I= Í į r° dz dy = § f (esen p — ycos ф) dr dy 
2 D 


= sento | § 2° de dy — 2sen pcos y | | zy dz dy + cos? q Î] y? dz dy. 
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Por tanto, 
I= lyy sen? q —21 ¿y sen р cos Q- [yx соз? Ф, (4) 
ponde Z„y= {{ dzdy es el momento de inercia de la figura 
1; 


respecto al eje y; Г. = j Î y? dzdy es el momento de inercia de la 
D 
misma respecto al eje г, y, además: 
Ixy = § | xy dz dy. 
D 


Dividiendo todos los términos de la última ecuación (4) por I 
obtenemos: ` 


А 2 
% 1. (ее) < әз) (=) $ (тз). É 
VI А Е: ут) "Сү ш 


Tomemos en la recta OL un punto А (X, Y) tal, que sea 


Distintos valores de I y diferentes puntos А corresponden a varias 
direcciones del eje OL, es decir, a diferentes valores del ángulo q. 
Hallemos el lugar geométrico de los puntos A. Es evidente, que 


e A ИС: 
Х = —-с08 q, Y =—senq. 
УІ УІ 


En virtud de la igualdad (5), las magnitudes X e Y están entre- 
lazadas por la correlación 

1 = IxxX? — 21,,ХҮ + IyyY?. (6) 

De este modo, el lugar geométrico de los puntos A (X, Y) es la 

curva de segundo grado (6). Demostremos que esta curva es una elipse. 

Tenemos la siguiente desigualdad, lamada de Buniakovski*) (mate- 


*) Para demostrar la desigualdad de Buniakovski examinemos la siguiente 
desigualdad evidente : 

SS (H(z, 0) Аф, y) dz dy > 0, 

ү 
donde A es una constante. El signo de igualdad puede tener lugar sólo en 


el caso, en que f(z, y)—Ap(z, y) = 0, es decir, cuando f(z, y)=Ag(z, y). 
т, Y) 


Si suponemos que 


er > const=A, siempre tendrá lugar el signo do 
desigualdad. Así, abriendo los paréntesis bajo el signo de integral, obtenemos: 


jÎ Pte y drdy—2 § § f(z, v) pta 0) аву 55 4? (2, y) dz dy >0. 
D D D 


Analicemos la expresión del primer miembro como una función de A. Es un 
polinomio de segundo grado que nunca se anula. Por tanto, sus raíces son comple- 
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mático ruso): 
0 ay de dy < ( E dz dy) И y drdy) 


Lal yu — Lay > 0. 

Así, el discriminante de la curva (6) es positivo y, por consiguien= 
te, ésta es una elipse (fig. 314). Esta elipse se llama elipse de inercia. 
La noción de elipse de inercia tiene gran importancia en mecánica. 

Notemos que las longitudes de los 
ejes de la elipse de inercia y su posición 
en el plano dependen de la forma de la 
figura plara dada. Como la distancia entre 
el origen de coordenadas y un punto arbi- 


1 
trario A de la elipse es igual a Vî , donde 7 


es el momento de inercia de la figura res- 

pecto al eje OA, por tanto, al construir la 

elipse, es fácil calcular el momento de iner- 

cia de la figura D respecto a una recta cual- 

Fig. 314 quiera, que pasa por el origen de coorde- 

nadas. En particular, es fácil ver que el 

momento de inercia de la figura es máximo respecto al eje peque- 
ño de esta elipse, y mínimo, respecto a su eje grande. 


$ 10. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD 
DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 


Hemos indicado en el $ 8 del capítulo XII (tomo 1), que las 
coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos materia- 
les Py, Po, ..., Р, (de masas тү, Mz, . . ., My, respectivamente) 


jos, lo que puede tenor lugar sólo en el caso cuando 
de los coeficientes del polinomio cuadrático sea neg: 


liscriminante, formado 
vo, es decir: 


(fj 19dy)?—5 § dz dy § | qaz dy < 0 
D D D 


(55 fp dz dy)?< $5 Paz dy f qaz dy. 
Esta os la desigualdad de Buniakovski. En nuestro caso f(z, y) = 2, 
piz, =y, т + const. 
e cial cotas e lena Ыы 


dad de Schwarz. Buniakovski la publicó (junto con otras desigualdades 
importantes) en el año 1859, mientras que Schwarz lo hizo 16 años después. 
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se determinan por las fórmulas: 


z= gen o k= ye f (1) 


Determinemos, ahora, las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana D. Dividámosla en los dominios parciales AS; 
muy pequeños. Si suponemos que la densidad superficial es igual 
a 1, la masa del dominio parcial será igual a su área. Si con- 
vencionalmente suponemos que toda la masa de AS, está concentra- 
da en alguno de sus puntos Р; (E, тү), podemos considerar la figura 
D como un sistema de puntos materiales. En este caso, en virtud 
de las fórmulas (1), las coordenadas del centro de gravedad de esta 
figura serán determinadas, aproximadamente, por las igualdades: 


Veas 


У nı AS, 


У д5, 


Pasando al límite, cuando AS; > 0, las $umas integrales en los 
numeradores y los denominadores de las fracciones se transforman 
en las integrales dobles, con lo que obtenemos las fórmulas exactas 


para calcular las coordenadas del centro de gravedad de una figura 
plana: 


ÎÎ rdrdy SS y de dy 
D D 

; Ye 2 > 
SS de dy SY dedy 
D D 
Estas fórmulas deducidas para una figura plana de densidad superfi- 
cial igual a 1 son válidas, también, para cada figura, que tiene 
Otra densidad y cualquiera, constante en todos los puntos. 

Si la densidad superficial es variable: 


Te 


(2 


Y= 7 y), 
las fórmulas correspondientes toman, entonces, la forma: 
Jf vie, y zdzdy IS yiz, y ydrdy 


В y 
Tre, mara’ aa” 


Las expresiones 
М, lira pzdzdy y М,= {1 тб. y y de dy 


se llaman momentos estáticos de la figura plana D respecto a los 
ejes Oy y Oz. 


13-538 
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La integral } y (т, y) dz dy expresa la magnitud de la masa 
de la figura examinada. 
Ejemplo. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cuarta 
parte de la elipse (fig. 315) 
2 p 
at 
suponiendo, que la densidad superficial en todos los puntos es igual a 1. 


Fig. 315 


Solución. Según las fórmulas (2), obtenemos: 


A а 
ъф ba э, 
Pn 50 Varde a 
Ш 


4 
س‎ о re - (ЖЕ. 


ч ES = 
¿VA nab + nab 


j $ аја 


$ 11. INTEGRAL TRIPLE 


Sea dado en el espacio cierto dominio V, limitado por una super- 
ficie cerrada S. Supongamos que en el dominio V y en su frontera 
está definida una función continua f (т, y, 2), donde =, y, 2 son 
las coordenadas rectangulares de un punto del dominio. Para preci- 
sar las ideas en el caso, en que f (z, y, 2) >0, podemos suponer 
que ésta representa la densidad de distribución de cierta materia 
en el dominio У. 

Dividamos el dominio V arbitrariamente en dominios parciales 
Аш, designando con el símbolo Av; no sólo el dominio elemental, 
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sino también su volumen. En cada Av, tomemos un punto arbitrario 
Р, y designemos por f (P;) el valor de la función f en este punto. 
Formemos la suma integral 


Ж AP) Av, (1) 


y aumentemos indefinidamente el número de los dominios parciales 
de modo que el diámetro máximo de Av, tienda a cero*). Si la 
función f (т, y, 2) es continua, existe el límite de las sumas integra- 
les de la forma (1), donde al límite se le da el mismo significado, 
que hemos dado durante la determinación de la integral doble**), 
Este límite, que no depende del modo de dividir el dominio V, 
de la manera de elegir los puntos P,, se designa por el símbolo 


TIT (P) do y se Mama integral triple. Así, según la definición, tene- 
mos: 


lim УУР) Avi = $$ 1(P) do 
ф 


diam Агу-*0 


о 
ЛО) до SIS Ai, y, 2) dr dy dz. (2 
Si consideramos f (z, y, 2) como la densidad volumétrica de la 


distribución de una materia en un dominio V, la integral (2) nos 
dará la masa de toda la substancia contenida en el volumen V. 


$ 12. CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE 


Supóngase que un dominio espacial (tridimensional) V, limitado 
por una superficie cerrada 5, tiene las siguientes propiedades: 

1) toda recta paralela al eje Oz, trazada por un punto interior del 
dominio V (es decir, por un punto que no pertenece a la frontera S) 
corta la superficie S en dos puntos; 

2) todo dominio V se proyecta sobre el plano Оху en forma 
de un dominio regular (de dos dimensiones) D; 

3) toda parte del dominio V, separada por un plano paralelo 
a un plano de coordenadas cualquiera (Оту, Ozz, Oyz), también 
posee las propiedades 1) y 2). 

Un dominio V que tiene las propiedades indicadas se llama 
dominio regular tridimensional. 


*) Se llama diámetro del dominio parcial Av; la distancia máxima entre 
los puntos de su frontera. 

**) Admitamos sin demostración este teorema sobre la existencia del 
límite de las sumas integrales (es decir, la existencia de la integral triple) que 
tiene lugar para toda función continua en un dominio cerrado V, incluyendo la 
frontera. 


13% 
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Estos dominios tridimensionales regulares son, por ejemplo, 
un elipsoide, un paralelepípedo rectangular, un tetráedro, etc. En la 
figura 316 se da un ejemplo del dominio tridimensional irregular, 
En este párrafo examinemos sólo los dominios regulares. 


Fig. 316 


Sea z = y (х, y) la ecuación de una superficie que limita el 
dominio V por debajo, y z = y (=, y), la de una superficie que limi- 
ta V por arriba (fig. 317). 

Introduzcamos la noción de una integral iterada de tercer orden 
Ту, extendida por el dominio V, de una función de tres variables 
f(x, y, z) definida y continua en У. Supongamos que la proyección 
del dominio V sobre el plano Ozy es el dominio D que está limitado 
por las líneas: 

y = Ф (2), y = ф (3), х= a, z = b. 
En este caso, la integral iterada de tercer orden de la función 
7 (с, y, 2) por el dominio V se determina азі: 
b Ф096, Y 
le=1[3 [ § f(z, y, 2de] dy} dz. (1) 
а өш) хх.) 
Notemos que, como el resultado de la integración respecto a 2, y 
la sustitución de los límites en las llaves, obtenemos una función 
de ге y. Luego, se puede calcular una integral doble de esta función 
extendida por el dominio D, como 10 ћетоз hecho anteriormente. 

Demos un ejemplo del cálculo de una integral iterada de tercer 

orden. 


Ejemplo 1. Calcular la integral itorada de tercer orden de la función 
fdz, у. 2) = zyz, extendida por el dominio V limitado por los planos 


2=0,y=0,:=0,2+y+:2=1. 
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Solución. Este dominio es regular: puesto que está limitado por encima 
y por debajo por los planos z = 0, z = 1 — z — y, respectivamente y, además, 
su proyección sobre el plano Оту representa un dominio regular plano D que es 
un triángulo limitado por las rectas z = 0, у = 0, у = 1 — z (fig. 318). Por 
eso, la integral iterada de tercer orden so calcula de la manera siguiente: 


„ы 


Poniendo los límites еп la integral iterada de segundo orden extendida рог 
el dominio D, obtenemos: 


и 
zyz de] do. 


1 3-х 


ly -{ (TY me] a} dz = f { f zu И: dam 


1-х 1 
$ { $ 7 аг уд нечке 
р 


Analicemos, ahora, algunas propiedades de la integral iterada de 
tercer orden. 


m 


Propiedad 1. Si el dominio V está dividido en dos dominios V, 
y Vs mediante un plano paralelo a cualquiera de los planos de coorde- 
nadas, la integral iterada de tercer orden 
extendida por el dominio V es igual a la 
suma de integrales iteradas de tercer orden 
extendidas por los dominios V, y Va. 
No hace falta repetir aquí la demos- 
ración de esta propiedad, pues, es idéntica © 
en todos los puntos а la aplicada en el caso X 
de la integral iterada de segundo orden. 


Corolario. Cualquiera que sea el modo 7:0 
de dividir el dominio У en un número finito 
de dominios V,, ..., У, mediante planos Fig. 318 
paralelos a los planos de coordenadas, se 
verifica la igualdad: 


Iy=ly, + 1y, + -+ lv, 


Propiedad 2 (Teorema sobre la evaluación de una integral iterada 
de tercer orden). Si m y M son valores mínimo y máximo, respectiva- 
mente, de la función f (x, y, 2) en el dominio V, se verifica la desi- 
gualdad: 


< ly < MV, 


donde V es el volumen del dominio dado y Iy, la integral iterada de 
tercer orden de la función f (z, y, z), extendida por V. 


198 Integrales múltiples 


Demostración. Evaluemos al principio Ја integral interior 
que forma parte de la integral iterada de tercer orden Ју == 


x, 
=551 f f(z y, 2) 4] do: 
DU 


Wla, хб, y) tr. 0 
{ла Dda< | Ма=М | d= 
xx, y) xx, y xix, р 
$6 0 
= Mz A ¿Mp y) ба, yl. 
жа и 


Así, la integral interior no supera a la expresión M 12, у)—у(т, y)l. 
Por consiguiente, en virtud del teorema del $ 1 sobre las integrales 
dobles, designando por D la proyección del dominio V sobre el plano 
Oxy, obtenemos: 


Фо. y) 
к=} fa 2) de йо < 5] Mipir y) — x(t, 1 do = 
D ен А 
=M ї Грбе, 0) — x«(z, y) do. 


Pero, la última integral iterada de segundo orden es igual а la 
integral doble de la función w (r, y) — % (x, y) y, por tanto, al 
volumen del dominio comprendido entre las superficies z = % (7. y) 
yz = (х, y), es decir, al volumen del dominio V. Por consiguiente, 


ly < MV. 


De modo análogo demostremos que Jy > mV. La propiedad 2 queda 
así demostrada. 


Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de 
tercer orden Iy de una función continua f (z, y, 2) extendida por el 
dominio V es igual al producto de su volumen V por el valor de la fun- 
ción en un cierto punto P del dominio V. es decir. 


BR x. 
=} $1 Í f(r y, 2d: ldy| dr=1(P) V. (2 
a Фо) xx y) 
La demostración de esta propiedad es análoga a la que hemos dado 
durante la demostración de semejante propiedad para la integral 
doble (véase $ 2, propiedad 3, fórmula (4)). Ahora podremos demos- 
trar el teorema sobre el cálculo de la integral triple. 


Teorema. La integral triple de una función f (х, y, 2), extendida 
рог un dominio regular У es igual а la integral iterada de tercer 
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orden extendida por el mismo dominio, es decir, 
b ед vi 
III, u, ade=11 ле y, 3 dz]dy) dz. 
у a ol xx. 
Demostración. Dividamos el dominio Y mediante planos parale- 
los a los planos de coordenadas en п dominios regulares: 
Av, + Ava +... + Aun. 
Designemos con Гу, como hemos hecho anteriormente, la integral 
iterada de tercer orden de la función f (=, y, z) extendida por el 
dominio V y con /лу;, la integral iterada de tercer orden extendida 
por Av;.. En virtud del corolario de la propiedad 1 se puede escribir 
la igualdad: 


ly = lavi + lav, + -o + lavas (3) 
Transformemos cada sumando del segundo miembro de esta ecuación 
según la fórmula (2): 
Iy = f (Ру) Av, + f (Pa) Avs 4 ... | f (Pn) Ао (4 
donde Р, es cierto punto de Ди. 

En el segundo miembro de la igualdad (4) tenemos una suma 
integral. Según la hipótesis, la función f(z, y, 2) es continua en 
el dominio У, рог lo cual, cuando el diámetro máximo de Av; tien- 
de a cero; el límite de esta suma existe y es igual a la integral triple 
de la función f (т, y, z) extendida por el dominio V. Así, pasando 
al límite en la igualdad (4), рага diám Av, — 0, obtenemos: 


Tv=$ $$ f(z, y, 3) dv, 


o, en definitiva, cambiando de lugar las expresiones del primer 
y segundo miembros, tenemos: 
b g(x v(x, y) 


If y ade=11 ле, y, 2) dzldy) dz. 


v а ا‎ уй) 
El teorema queda demostrado. 
Aquí, z = у (z, y) y z = “р(х, y) son ecuaciones de las super- 
ficies que limitan el dominio regular V por debajo y por arriba. 
Las líneas y == qu (z). y = Qs (2), 7 == a, z = b, limitan el dominio 
D que es la proyección de V sobre el plano Огу. 


Observación. Igual que en el caso de la integral itorada de segundo 
orden, si la forma del dominio V lo permite, se puede formar la 
integral iterada de tercer orden con otra sucesión de la integración 
respecto a las variables y con otros límites. 


Cálculo del volumen de un cuerpo mediante la integral iterada 
de tercer orden. 

Si el integrando f (z, y, 2) = 1, la integral iterada de tercer 
orden extendida por el dominio V expresa el volumen У de este 
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dominio: 


Y= ах dy dz. 
|37) у (5) 
Ejemplo 2. Calcular el volumen de un elipsoide 


2 p,a 
=iata 


Solución. El elipsoide (fig. 319), está limitado por debajo, con la super- 
y 3 
ficie z= — — 27 — ўт y por encima, con la =e 


x үн 


Fig. 319 


La proyección de este elipsoide sobre el plano Огу (dominio D) es la elipse 


2 ya 
Fr! Por consiguiente, reduciendo a la integral iterada de tercer 


orden, obtenemos: 


1—7 
брт би faz. 


Durante el cálculo de la integral interio? consideremos = constante. Haga- 
mos sustitución: 


ОЛ — р sent, ау 


ME 22 
V — ат hasta Y ar + por lo que t 


cost de. 


La variable y varía desde — 
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х 


Z. Poniendo los nuevos límites еп la integral, 


varía desde—3- hasta 
obtenemos: 


+ а 
A | ا مو‎ 


“a л “a 


Asi, V= Ê rabe. Si a=b =e, obtenemos el volumen de una esfera: 
и aaa 


§ 13. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL TRIPLE 


1. Integral triple en coordenadas cilíndricas. En las así llamadas 
coordenadas cilíndricas la posición del punto P en el espacio se 
determina mediante tres números Ө, р, z, donde Ө y р son las coor- 
denadas polares de la proyección del punto Р sobre el plano Оху, 


Fig. 320 


y 2 ез la cota del mismo punto Р, es decir, su distancia hasta el 
plano Огу; la última tiene el signo «más», si el punto se encuentra 
encima del plano Оху y el signo «menos», en el caso contrario 
(бд. 320). 

Dividamos el dominio tridimensional dado У en volúmenes ele- 
mentales mediante las superficies de coordenadas Ө = бү, р = ру, 
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z = 2, las que son, respectivamente, semiplanos que contienen el 
eje Oz, cilindros circulares cuyo eje coincide con el Oz, planos por- 
pendiculares al eje Oz. El volumen elemental es, entonces, un prisma 
curvilíneo representado el la fig. 321. El área de la base de este pris- 
ma, con la precisión de hasta infinitesimales de orden superior, es 
igual a p AÛ Ap, su altura es Az. Para simplificar la inscripción 
omitamos los índices i, j, К. Рог tanto, Ло = р АӨ Ap Az. La inte- 
gral triple de la función F (Ө, р, 2). por el dominio Y tiene la forma 


I= §§§ F(0, p, z) pdb dp dz. (1) 
} 


Los límites de integración son determinados por la forma del 
dominio V. 

Si la integral triple de la función f (т, y, 2) está dada en coor- 
denadas rectangulares, es fácil transformarla en la integral triple en 
coordenadas cilíndricas. En efecto, al notar que 

«ope 0, y = psen 0, 2 = 2, obtenemos: 


VS IG y, 3) dzdydz= ЎРО, p, 2) 10 dp de, 
Ў > 


donde 
f (p cos 0, p sen 0, 2) = F (0, р. д. 
Ejemplo. Determinar la masa M de una semiesfera «le radio Л y centro en 


el origen de las coordenadas, si la densidad Р de su material en cada punto 
€ y, 2) es proporcional a la distancia entre este punto y la base, es decir, 
p kz. 


Solución. La ecuación de la semiesfera superior 
:= VF 


en las coordenadas cilíndricas tiene la forma 


у 


Por tanto: 
к 


м -SgS kzp dO dp de г 


шн, T A 
z к, 
=$ ES FT edo] 40 = $ [S ИТҮ d0 = 
0 0 0 0 
2л 
к Ri ШЫ E: nu al LUN 
= f 37 ]%=% ES E 


2. Integral triple en coordenadas esféricas. En coordenadas 
esféricas la posición de un punto P en el espacio la determinan tres 
* números Ө, г, ф, donde г es la distancia del punto al origen de coorde- 
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nadas, así llamado radio vector del punto, q es el ángulo entre el 
radio vector y el eje Oz, 8 es el ángulo entre la proyección del radio 
vector sobre el plano Оху y el eje Ог. El último ángulo lo tomamos 
a partir del eje Or, en la dirección positiva (es decir, contra el movi- 
miento de las agujas del reloj) (fig. 322). Para todo punto del espa- 
cio tenemos: 


О<г< о, OCP ST, 0<0 <2. 


Dividamos el dominio dado V en los volúmenes elementales Av 
mediante las superficies de coordenadas г = const (esferas), y = 


2 
PO pz) 
0 > 
—, 
8 Y 
Fig. 322 


const (superficies cónicas con los vértices en el origen de coordena- 
das), Ө = const (semiplanos que pasan por el eje Oz). Con la precisión 
de hasta infinitesimales de orden superior, podemos considerar el 
volumen elemental Av como paralelepípedo de las aris de longitu- 
des Ar, r Ay, r sen р AB. Entonces el volumen elemental es igual 
a (véase fig. 323): 


Av =r? sen q Ar ЛӨ Лер. 


La integral triple de la función F (0, r, «p). por el dominio V, tiene 
la forma 


JÎ F(0, r, 4) т sen q dr d0 dy. (1) 
Н 


ы; 


Los límites де la integración son determinados рог la forma del 
dominio У. De la figura 322 se deducen fácilmente «presiones 
de las coordenadas cartesianas en función de la esfé 


2 = r sen ф cos O, у = rsen p sen 0, 2=rcosq. 
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Por eso, la fórmula de transformación de una integral triple en 
coordenadas cartesianas a la de coordenadas esféricas tiene la forma: 


ле, Y, z) dz dy dz = 
= | | | f [rsen çcosê, rsenpsend, гсоз q] г? sen y dr dd dq. 
v 


3. Sustitución general de variables en una integral triple. Los 
pasos de una integral triple en coordenadas cartesianas a la en 
coordenadas cilíndricas o esféricas son casos particulares de la trans- 
formación general de coordenadas en el espacio. 

Supongamos que las funciones 


z= ç (u, t, w), y =% (u, t, w), z = у (u, t, w) 


representan una relación biunívoca entre el dominio V en las coorde- 

nadas cartesianas =, y, z y el dominio V’ en las coordenadas curvi- 

líneas u, t, w. Supongamos que el dominio elemental o elemento de 

volumen Av de V se transforma en el elemento Av’ del dominio 
y que 


а کے‎ 
ar Av 


Entonces: 


IH, y ddz dydz= 


= ИЛ, £ w), plu t, w), уи, t, а) 1] du dt dw. 
КА 
Como еп el caso de la integral doble aquí, también 7 se Пата 
jacobiano. Aquí, de modo idéntico, como lo hemos hecho para las 
integrales dobles, se puede demostrar que el jacobiano es numérica- 
mente igual a la determinante de tercer orden: 


Ox dx дг 
ди ðt дь 

ду ду 
du ðt дш|` 
% 108-086 
би ût дш 


Así, cuando se trata de coordenadas cilíndricas, tenemos: 
z=pc0s8, y=psen0,2=z (p=u,0=1,2=w) 
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cosð —psend 0 


=|sen0  pcos9 0|=p. 
0 0 1! 


En el caso de coordenadas esféricas tenemos: 
т==г sen ф cos Ө, у= г sen ф sen Ө, z=r cos q (r=u,p=t,0=w); 


sen pcos лсоз фсоз9 —rsenqsend 
[=|sengsen9 rcospsend r sen ф созӨ | = r sen q. 
coso —rsenq 0 1 


$ 14. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO 
Y COORDENADAS DE SU CENTRO DE GRAVEDAD 


1. Momento de inercia de un cuerpo. Los momentos de inercia 
de un punto material М (т, y, 2) de masa т, respecto a los ejes de 
coordenadas Oz, Oy, Oz (fig. 324) se expresan, co- 
rrespondientemente, por medio de las fórmulas: 

Isa = (Y + 2°) т, 
Iy = (#%+ 23) т, 1,,=(2%+y)m. 


Fig. 324 Fig. 825 


Los momentos de inercia de un cuerpo se expresan por las integra- 
les correspondientes. Así, por ejemplo, el momento de inercia de 
un Cuerpo respecto al eje Oz, se expresa por la integral /,, = 


== $ ў ў (z? + y?) y (z, y. 2) dz dy dz, donde y (х, y, z) es la densidad 
% 


de la materia. 
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Ejemplo 1. Calcular el momento de inercia de un cilindro recto circular 
de radio А y altura 2% respecto al diámetro de su sección media, la densidad es 
constante e igual a yo. 


Solución. Elijamos un sistema de coordenadas del modo siguiente: diri- 
jamos el eje Oz a lo largo del eje del cilindro y coloquemos el origen de соог- 
denadas en su centro de simetría (fig. 325). 

El problema se reduce al cálculo del momento de inercia del cilindro res- 
pecto al eje Oz: 


$ $ (® +22) vodz dy dz. 


Pasando a las coordenadas cilíndricas, obtenemos: 


2a ROR 
еъ { [ + orsonzo) a] p ap} ao 
АГЫ. 
=v $ { ў [f + osen*0] р а) do 
% 
эл 


0 2 д? 
=y [2 ny 
А x] porhR E 7] 
2. Coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo, Análogamente a lo 
expuesto en el 8, cap. XI (tomo 1) para los figuras planas, las coordena- 
das del centro de gravedad de un cuepro se expresan por las fórmulas: 


sy zy (z, y, 2) dz dy dz SS f vy (=, y, 2) de dy de 
á 


s= JJI vev dr dyd i OTT ye, n dr dyd 
è 


рар 1, 2) de dy dz 
Y 


SIS ví, y, 2) de dy dz ' 
Ў 
donde y (z, y, 2) es la densidad. 
Ejemplo 2. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la 
d superior de una esfera de radio R y centro en el origen de coordena- 
la densidad yọ es constan 
Solución. La semiesfera está limitada por las superficies 
“Y RZAZ, 2-0, 
La cota de su centro de gravedad se determina por la fórmula: 


Jj avo dz dy dz 


=” юа: я 
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Pasando a las coordenadas esféricas, obtenemos: 


En virtud de la simetría de la semiesfera, evidentemente tenemos 


же=йс 


$ 15. CALCULO DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES 
DE UN PARAMETRO 


Examinemos una integral que depende de un parámetro а: 
b 
1(a)= f(z, а) dz. 


(Las integrales de este tipo ya las hemos considerado en el § 10, 
cap. ХІ, tomo 1). Indiquemos sin demostración que si la función 
f (z, a) es continua respecto a х en el segmento (a, b), y respecto 
a a en el segmento la,, «al, la función 


t 
1 (a) = Î f(z, а) dz 


es continua en el segmento [a;, as]. Por tanto, podemos integrar 
la función I (а) respecto a а en el segmento (ay, al: 


as as b 
3 1()da=) (UA (2, a) dz)da. 


La expresión del segundo miembro es la integral ¡terada de segundo 
orden de la función f (х, а), por el rectángulo correspondiente al 
plano Ота. En esta integral se puede invertir el orden de la integra- 
ción: 


вз р ү 
§ (}/@, a)dz)da = \ (ie, о) da )dz. 


Esta fórmula muestra que para la integración de una integral 
dependiente de un parámetro а es suficiente integrar el elemento 


de integración respecto a este parámetro а. Esta fórmula suele ser 
útil también, al calcular ciertas integrales definidas. 
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Ejemplo. Calcular la integral 


bj ax p-b: 

$ AE Т 
0 

Esta integral indefinida del integrando no se puede calcular mediante las 

funciones elementales. Para resolver el problema, examinemos otra integral 

que se calcula fácilmente: 


ў dz د‎ >0. 
з 


Integrando esta igualdad entre los límites desde с = а hasta a=b, obte- 
nemos: 


Cambiando el orden de integración en la primera integral, escribamos esta 
igualdad en la forma siguiente: 


о b b 
[0 ааа, 
0 a 

de donde, calculando la integral interior, obtenemos: 


Ejercicios para el capítulo XIV 
12 


Calcular las integrales*): 1. § f eam) ar av. Respuesta: -$ . 
01 


| 


*) Como hemos indicado anteriormente, si la integral está escrita en la 


хУЗ 


% 
A 


42 Y 
dy de 15 
2. f er + Respuesta: $ zy dz dy. Respuesta: "O 
х 


forma: [ре y) dz dy, entonces consideremos que la primera integración se 


йа respecto а la variable, cuya diferencial ocupa ol primer lugar, es 
jr: 


Га 


L N L 
і 10. v) dz dy= Û (| f(z, y) dz) dy. 
MK 
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А 
1 = dy d: да 
4. f $ r dr dû. Respuesta: у лай, 5. $ $ теру. Respuesta: ZP — 
Û aseno UH 
л а 2y 
—aarcig t. 6. $ $ zy dz dy. Respuesta: p d0 ар. Respuesta: 
0 y-a 
3 лы 
16 дь, 


Determinar los límites de integración para la integral $ { f(x, y)dz dy, 
D 


donde el dominio de integración está limitado por las líneas: 8. z 


2=3, 
35 

y=—1,y=5, Respuesta: | | f(x, y)dydz. 9. y=0, у=1—22, Respuesta: 
ЕЛ 


4 iat а уй 
ў f J dyder. 10. 22402-02, Respuesta: | § f(z, v) будз. 
ЕЛИ, la via 
2 
1 Ea 
И. y=, y=2?. Respuesta: $ $ 106. v) dy dz. 12.y=0,y=a,y=x, 
1422 ») 
LA 
а y+la 
y=z—2a, Respuesta: | | He v) dz du. 
ò 


v 
Invertir el orden de integración en las integrales: 


a 
ә. фе. y) dy de. Respuesta: fire y) dz dy. 14. $ уте, Navas. 


ТШ avi 
Respuesta: 4 Y He, Ида. 15. SÍ He, y)dedy. Respuesta: 
ia 05 

e a 1 ут 

\ } He. у) уак. 16. И f(z. у) ду ах. Respuesta: 

0 a- Vara 1 0 
1 Ит 1 iy 
ўр Aæ Магар 17. f § 0,0) аду. Respuesta: 
-Yiz 0 Vê 

0 Vizê 


چ 
ривает) рл Nayar.‏ 
0 1.0 


14-536 
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Pasando a las coordenadas polares, calcular las integrales siguientes: 
л 
а Vaz 


s.f $ ЛУ а#—т%—у%4у dz. Respuesta: {фу 


п 
а уйла Ж» 

19. $ (zy) dz dy. Respuesta: $ $ pap ав 997. 
а °% 

я 

„= 2 о 

20. { Ç e= ay az. Respuesta: \ NP pap ao. 
°% 60 


За Y Zax—x 
а. f dy dz. Respuesta: 
5 0 


Transformar las integrales debes, inzroduciendo nuevas variables и y v, 
ligadas con z е y mediante las fórmulas 20—00, у=ш: 


efx 


за 


рк 


а сов 

ла? 
$ ETE 
5 


22, $ Y Me y)dy dz. 
ах 
РЧ EA 
THB io eb 
Respuesta: \ } f (и— чь, uo) и du до. 23. { пе y) dy dz. 
БЫ 
be ь 
DET (т 
Respuesta: ў $ f(u—uv, uv)ududo+ $ § f(u—uv, uv) иди dv. 
0 0 


b+ 

Aplicación de la integral doble para el cálculo de áreas 

24. Calcular el área de la figura, limitada por la parábola y2=2x y la 
recta y= x, Respuesta: -5 

25, Calcular el área de la figura, limitada por las líneas y= 4az, 
2+y=3a, y=0. Respuesta: La 

1 1 4 

26. Calcular el área de la figura, limitada por Jas líneas z? +y2=a7?, 
2+y=a. Respuesta: j. 

27. Calcular el área de la figura, limitada por las líneas y=sen z, 
у= созт, 2—0. Respuesta: VZ —1. 


28. Calcular el área de un lazo de la curva p =a sen 20. Respuesta: f, 
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29. Calcular toda el área, limitada por la lemniscata р? = а? соз 29. 

Respuesta: a2. 
۰ 22, 2 22у 

30. Calcular el área de un lazo de la curva (+) ==. 

Indicación: pasar a las nuevas variables х=расоз@ e y=pbsen0, 


аз 
Respuesta; E 


Cálculo de volúmenes 

31. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies: 
1, #=0, y=0, 2—0. Respuesta: 96, 32, 2=0, apat, 
=+y+2=3. Respuesta: Зп. 33. (2 —1)2--(у—1)2—1, 2y=z, 2=0. Respues- 


la: п, 34, 234 y2—2ar=0, 2—0, a24yl= 2%, Respuesta: F-a. 35. y=2?, 


a=, 20, ¿=124y—a2 Respuesta: 49. 

36. Por los planos de coordenadas, el plano 2x-+ 3y—12=0 y el cilindro 
3 02. Respuesta: 16. 
37. Por el cilindro circular de radio a y eje que coincide con el eje Оз, 


з= 


los planos de coordenadas у el plano +=. Respuesta: a3 Es Ч 


173 
38. Por los cilindros 28-4+y2=a%, 224-22-42, Respuesta: LL as, 39, y4 


+al=x, z=y, 20. Respuesta: #- 40. z+ у1--:3 = а, 224 y= RS, a >R. 


Fa). 41. az=z34y?, 2=0, 224-02 202, Res- 


Respuesta: L n [a3 (Va 


puesta: Злая, 42. pl=a8cos 20, -1-у--:% = aî, ¿=0, (Calcular el volumen 


interior respecto al cilindro). Respuesta: -4 а3 (3л +20—16 V7). 


Cálculo del área de una superficie 


43. Calcular el área de la parte de la superficie del cono 224 y2==2, 

separada por el cilindro 224 y= 2az. Respuesta; 2ла? Y/Z. 
. Calcular área de la parte del plano z+y+z=2a, que se en- 
cuentra еп el primer octante у está limitada рог el cilindro 244 y%=a%. 
лай. = 
Respuesta: 2 V3. 

45. Calcular el área de la superficie de un segmento esférico (del menor), 
si el radio de la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es 
igual a b. Respuesta: 2л (2—a Уа2— 53) 

46. Hallar el área de la parte de la superficie de una esfera 22424 


lindro + i =1 (a>b). Res- 


+22=a2 separada рог la superficie del 


Уап 


puesta: 4na?—8a?—aresen У 


14 
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47. Hallar ol área de la superficie de un cuerpo formado por la intersección 
de dos cilindros 2 + y? = al, y? + 22 = a?. Respuesta: 1ба%. 
48. Calcular el área de la parte de la superficie cilindrica 22 + у? = 2az 
comprendida entre el plano z= 0 y el cono 2% 4 y? = 2®. Respuesta: Bat, 
49. Calcular el área de la parte de la superficie cilíndrica z 
comprendida entre los planos z = mz y z = 0. Respuesta: 2ma?. 
50. Calcular el área de la parte de la superficie de un paraboloide y? ~- 
Заг comprendida entre el cilindro parabólico y? = аг у el plano 


. Respuesta: Fue 398 1). 


Cálculo de la шава, de las coordenadas del centro de gravedad y del 
momento de inercia de figuras planas 


(En los problemas 51-62, y 64 supongamos que la densidad superficial es сопв- 
tante e igual a 1). 

51, Determinar la masa de un disco circular de radio а, зі la densidad 
en cualquier punto P es inversamente proporcional a la distancia entre P y 
el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual а К). Respuesta: лак. 

52. Calcular las coordenadas del contro de gravedad de un triángulo equi- 
látero, tomando el eje Oz por su altura, y el origen de coordenadas, por su 
vértice. Respuesta: х = < > Lo yaa 


53. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector cir- 
cular de radio a, tomando el eje Oz рог la bisectriz de su ángulo. El ángulo 
na 


de abertura del sector es igual а 22. Respuesta: ze y Ye=0. 
54. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la mitad superior 
del círculo 22-+y2=0%, Respuesta: ze=0, yete. 
56. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de un 
arco de cicloide z= a (t— вер t), у = a (1-- cos t). Respuesta: з. = an, ES 
56. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del área limitada por 
un lazo de Ја curva p?=a?cos 20. Respuesta: ze= , yg =0, 
57. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de la 
cardioide p= a (1 +-co8s 0). Respuesta: + Ye=0. 


58. Calcular el momento de inercia del área de un rectángulo, limitado 
por las rectas z=0, z=a, y=0, y=b, respecto al origen de coordenadas, 


Respuesta: еы. š 


59. Calcular el momento de inercia de la elipse It : 
a) respecto al eje Oy; b) respecto al origen de coordenadas. Respuesta: 


.م غ و :م y‏ 


60. Calcular el momento de inercia del área del círculo р = 2а cos гез- 


pecto al polo. Respuesta: 2 nat, 


Ejercicios para el capítulo XIV 213 


61. Calcular el momento de inercia del área de la cardioide p= 
35ла& 

=a (1—cos 0) respesto al polo. Respuesta: “ү; 

62. Calcular el momento de inercia del área del círculo (z—a)?+ 
-+ (y —b)2=2a*, respecto al eje Oy. Respuesta: 3na“. 

63. Se da una placa cuadrada de lado a. La densidad en cada punto de 
esta placa es proporcional a la distancia desde este punto hasta uno de los 
vértices del cuadrado. Calcular el momento de inercia de la placa respecto 


a un lado que pasa por este vértice. Respuesta: -py ka® [1 У +3 шх 


х (Y2+1)], donde k es el factor de rcionalidad. 
Y Calcular el momento de inercia del área de la figura limitada por 


la parábola yaz y la recta z=a respecto a la recta y=—a. Respuesta: 
qe. 
Integrales triples 

65, Calcular | $ ns si el dominio de integración está 


limitado por los planos de coordenadas y el plano z-+y-+2=1. Respuesta: 
п 


Ш а х VA 
66. Calcular f {5 ES aja de] av) dz. Respuesta 
0 


67. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la esfera 72 + y2 22-4 
y la superficie del paraboloide 22+y2=3z. Respuesta: 2. 

68. *) Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momentos 
de inercia de la pirámide limitada por los planos: ==0, y=0, z=0; 


al 


ds ас چو‎ ler ame ر‎ ос 
ESR GS 1. Respuesta: зет з #е= 0 e + x= lr 
h = 1а hE (Hbre), 


69. Calcular el momento de inercia de un cono recto circular respecto 


a su ejo. Respuesta: Î лїгї, donde A es la altura del cono y r, el radio 


de su base, 
70. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la superficie de la 


ecuación (224-424 22) = az, Respuesta: = па?, 


71. Calcular el momento de inercia de un cono circular respecto al 
2 
л (22+37). 
72. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi- 
tado por una esfera de radio a y una superficie cónica, de ángulo en el vértice 
2a, si el vértice del cono coincide con el centro de la esfera. Respuesta: те = 0, 


diámetro de su base. Respuesta: 


*) En los problemas 68-69, 71-73 supongamos que la densidad es constante 
e igual a 1. 
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ye—0, s= EN (1 + cos a) (el eje Oz coincide con el del cono y el vértice, 


con el origen de coordenadas). 

73. cular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi- 
tado por una esfera de radio a y por dos planos, que pasan por el centro de la 
esfera y forman entre sí el ángulo de 60°. Respuesta: р = = == 
(el oje Oz se toma рог la línea de intersección de los planos; el contro de la esfe- 
ra, por el origen de coordenadas; р, Ө, Ф зоп las coordenadas esféricas). 


1 


74. Utilizando la igualdad + $ «79% da (a >0), calcular las 
% 


шеше LE y G HEESE, ламана Y ү: VE. 
0 


CAPITULO XV 


INTEGRALES CURVILINEAS E INTEGRALES 
DE SUPERFICIE 


$ 1. INTEGRAL CURVILINEA 


Supongamos que el punto Р (т, y) se desplaza a lo largo de una 
curva plana /, de un punto M a un punto N. Al punto Р está aplica- 
da la fuerza Ё que varía en magnitud y dirección cuando Р se despla- 
za, es decir, la fuerza es una función de las coordenadas del punto P: 


F =F (P). 


Calculemos el trabajo A de la fuerza F cuando el punto P se 
desplaza de M a N (fig. 326). Dividamos, para esto, la curva MN 
en n segmentos arbitrarios por los 
puntos Mo = M, My, Mz n.. 
..., Mn =N, partiendo de M a 
N, y designemos por As; el vector 
MiM +1. Designemos рог Ё; la 
magnitud de la fuerza F en el punto Y 
Mı. En este caso, el producto esca- 
lar F",As, podemos considerarlo 
como la expresión aproximada del 
trabajo de F a lo largo del arco 


Мй: 


Ai x Fis. 
Sea: 2 
F = X (z, у) У (z, у) ј, 
donde X (z, y) e Y (2, y) son pro- 
yecciones del vector F sobre los 
ejes Oz y Oy. Designando por Az; y Ay; los incrementos de las coor- 
denadas z; е y; durante el paso de M; а M,,,, obtenemos: 


Аз, = Azii + Ayı. 


х 


xtA K 
Fig. 326 


Por consiguiente, 
Fi As; = X (х1, у) Ах + Y (zr, ya) Ayi- 
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El valor aproximado de trabajo A de la fuerza F en toda la curva 
MN es: 


Ax È кла = D [X ила + Y (en Ak 0) 


Sin hacer las definiciones rigurosas indiquemos mientras tanto 
que, si el límite de la expresión del segundo miembro de la igualdad 
existe cuando As; — 0 (es evidente que Az, > 0 y Ay, —> 0), enton- 
ces, este límite expresa el trabajo de la fuerza F a lo largo de la 
curva L entre los puntos М y N: 

А 


A= lím х, и) Az; + Y (zı, и) Ау]. (2 
аге: 
и 


El límite *) del segundo miembro se Пата integral curvilinea de 
X (х, y) e Y (т, y) a lo largo de la curva L, y se designa así: 


A=]X(, y dz + Y (z, y) dy (3) 


ГД 


ў X(z, y 424 Y (x, y dy. (3) 
(ar 


Los limites de las sumas de la forma (2) se encuentran a menudo 
en matemáticas y física, X (=, y) e Y (=, y) se consideran como 
funciones de dos variables en un cierto dominio D. 

Pongamos las letras M y N, que reemplazan los límites de 
integración еп la integral (3”), entre paréntesis, para indicar que 
ellas no son números, sino designaciones de los extremos de la curva 
рог la que se toma la integral curvilínea, La dirección a lo largo 
de la curva L de M a N se llama sentido de integración. 

Si la curva £ es la del espacio, la integral curvilínea de las tres 
funciones X (z, y, 2), Y (z, y, 2) Z (т, y, 2) se determina de una 
manera análoga: 


jx Y dz + Y (т, y, dy + 2(z, y, 2) dz= 


= иш Y X (т, Ya Za) Aza + Y (20,-Yn 29) Аук + Z (ть, Yr Za) Азу. 


La letra L por debajo del signo de la integral indica que la integra- 
ción se efectúa a lo largo de la curva L. 
Indiquemos dos propiedades de la integral curvilínea. 


*) Aquí, el límite de la suma integral se entiende en el mismo sentido que 
en el caso de la integral definida (véase $ 2, cap. ХІ, tomo 1) 
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Propiedad 1. Una integral curvilínea se determina por el ele 
mento de integración, la forma de la curva de integración y el senti- 
do de integración. 

La integral curvilínea cambia de signo simultáneamente con el 
cambio del sentido de integración, puesto que en este caso el vector 
As, y, por tanto, sus proyecciones Az y Ay cambian de signo. 


Propiedad 2. Dividamos la curva L рог el punto К en dos partes 


Lı y La de modo que MN = MK + KN (fig. 327). Entonces de la 
fórmula (1) directamente se deduce: 


(N) w 
| xdr4+ Y dy= | Xdz+ Ydy+ \ Xdz+ Үау. 
(м in de 
Esta correlación es válida para cualquier número de sumandos. 
Indiquemos más que la definición de integral curvilínea es válida 
también cuando la curva L es cerrada. 
En este caso el origen y el extremo de la curva coinciden. 
A Por eso, cuando tenemos una curva cerrada no podemos escribir 
оу) 
}, X de + Y dy, sino sólo { X dz + Y dy, indicando obligatoria- 


(м) 1. 
mente el sentido del recorrido a lo largo de la curva cerrada L. Para 
designar la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado L 


frecuentemente se usa también el símbolo $ X de + Y dy. 


L 

Observación. Hemos llegado a la noción de la 
integral curvilínea, considerando el problema 
sobre el trabajo de una fuerza Ё' en un segmento 
curvilíneo L. 

En este caso supongamos que en todos los 
puntos de la curva L está dada la fuerza F 
como una función vectorial de las coordenadas 
del punto de aplicación (т, y); las proyecciones del 
vector variable F sobre los ejes de coor- 
denadas son iguales a las funciones escalares 
(es decir, a las numéricas) X (z, y) e Y (z, у). Por esto, 


una integral curvilínea de la forma y dz + Y dy podemos consi- 


Fig. 827 


derarla como la integral de la función vectorial F dada por sus 
proyecciones X y Y. 

La integral de la función vectorial F a lo largo de la curva L se 
designa por el símbolo 


$ кав. 
2 
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Si el vector Ё' se determina por sus proyecciones X, Y, Z, enton- 
ces, esta integral es igual a la integral curvilínea 


$ X dx4 Y dy + 24. 
En particular, si el vector 7" se encuentra en el plano Ozy, la integral 
de este vector es igual a: 
| X dz + Y dy. 
Cuando la integral ПЕЕ Н de una función vectorial F' se toma 


a lo largo de una curva cerrada L, esta integral curvilínea se llama 
circulación del vector F' a lo largo del contorno cerrado L, 


$ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL CURVILINEA 


En este párrafo propongamos precisar la noción del límite de la 
suma (1), $ 1, y, en relación con esto, precisar la noción de la 
integral curvilínea e indicar el procedimiento de su cálculo. 


Fig. 328 


Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones en forma 


paramétrica: 
2= Q(t), y= p(t). 


Analicemos el arco MN de esta curva (fig. 328). Sean a y B los 
valores del parámetro correspondientes a los puntos M y N. Divida- 
mos el arco MN en elementos parciales Аз, por los puntos 
Mi (а, y1), Ma (Zs, y2), ..., Mn (Zn, Yn), haciendo 


Ti = Ф (ti), y = Y (ti). 
Examinemos la integral curvilínea 
ЇХ, ydr4 Y (z, y)dy, (1) 
1 
definida en el párrafo anterior. Demos aquí sin demostración un 


teorema sobre la existencia de la integral curvilínea. Si funciones 
Ф (t) y y (0 son continuas y tienen derivadas continuas Ф (f) y Y (t) 
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sobre el segmento la, В) y si, además, las funciones X lq (t), Ф (01 
e Y lq (0), y (01 son continuas como funciones de t en este segmento 
entonces existen los límites 


lim Y X (zı, y) Arı = Í X (2, фах, 


Axio {А 


n 
lim Y Y (2, y) Ли = $ Y (2, y)dy, 
Avio іа 

donde zı e у, son las coordenadas de cierto punto del arco Ası. Estos 

límites no dependen del modo de dividir la curva L en arcos parciales 

Ası, cuando Аз + 0, ni de la elección del punto Mı (zı, у) en el 

arco Ası. Estos límites se llaman integrales curvilíneas у se represen- 

tan así: 


(2 


lím Y X(n Y) Az =$ X (z, y) dz, 


Axio imi 


lim Y Y (E y) Avi = | Y (2, y) dy. 
Avi >o i= L 

Observación. Del teorema citado se deduce que hacia un mismo 
límite (es decir, hacia la integral curvilínea) tienden las sumas, 
definidas en el párrafo anterior donde los puntos М; (zı, yı) son 
los extremos del arco As;, siendo arbitrario el sistema de división 
de L en los arcos parciales As,. 

El teorema formulado da la posibilidad de obtener el método 
para calcular las integrales curvilíneas. 

Así, según la definición, tenemos: 

о 


х, 042 Па Ў X n й) Ал, (3) 


Gr Акно (1 
donde 


Аа = 21 — Za Ф (ti) — Ф (Н). 
Transformemos la última diferencia según la fórmula de Lagrange: 
Azi = q (t) — 9 (4) = 9 (т) (f — 1-1) = 8 (т) Afi, 
donde т; es cierto valor de £ comprendido entre los valores ti _, 


y tı. Puesto que el punto тү, y, en el arco As; es arbitrario, elijámos- 
lo de modo que sus coordenadas correspondan al valor del pará- 
metro Ti: 


a = q(t), =p). 
Poniendo en la fórmula (3) los valores obtenidos de ту, у; y Atı, 
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obtenemos: 
w) а 


$ Хү, yar= lim У Х[ф(т)зр(тд] f (cD At. 
(M) Ati+014=1 


El segundo miembro es el límite de una suma integral para la fun- 
ción continua de una sola variable X [Ф (0), 
y (0) y” (t) en el segmento [а, Bl. 
Por consiguiente, este límite es igual а la 
integral definida de esta función: 
в 
Хе D d= f хе 0, 90019 (0 de. 


Análogamente, obtenemos la fórmula: 


(N) в 
ы ( dy = Û Y[o(D, Y] W (0 at. 


2 


Fig. 329 Fig. 330 


Sumando miembro a miembro estas igualdades, obtenemos: 
ор 


} X (z, 0+ Y (z, y)dy = 
(Mm 


B 
==} (Xip), YO pO +YP, (Је (0) de. (4) 


Esta es la fórmula buscada para calcular una integral curvilínea. 
De manera análoga se calcula la integral curvilínea 


{ха:+Үй-+ 74 
a lo largo de una curva еп el espacio, dada por las ecuaciones = = 
= QP (0, у= % (0, z = х (0. 


Ejemplo 1. Calcular la integral curvilínea de una terna de funciones: 22; 
3°; —zy (o, que es lo mismo, de la función vectorial 23 +- 3zy?/ — 2*yk) 
a lo largo de un segmento de la recta que parte del punto М (3,2,1) al punto 
N (0, 0,0) (fig. 320). 
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Solución, Para hallar las ecuaciones paramétricas de la línea MN a lo 
largo de la cual se debe realizar la integración, escribamos la ecuación de la 
recta que pasa por los dos puntos dados: 


х 0.5 


designando por ¢ el valor común de todas estas razones, obtenemos las есџасіо- 
nes de la recta en forma paramótrica: 


z= 3t, у= 21, = 


Es evidente, que al origen del segmento MN corresponde ol valor del parámetro 
1 y al охігето, el valor de £ = 0. No es dificil hallar las derivadas de т, 
respecto al parámetro £ (las que necesitaremos para calcular la integral 


Y 
curvilínea): 


ы! 


„у =2, эр mt. 
Ahora podemos calcular la integra! curvilínea buscada con ayuda de la 
fórmula (4): 
«у 
{ 29 de + 32y? dy —2%y d:= 
de 
a o 
= $ (8193.33 (24)2-2— (31)2.21-1] dt = { 8713 di = E. 
А ї 
Ejemplo 2. Calcular la integral curvilfnea de wn par de funciones; Get 
) 


10 zy", a lo largo de la curva plana y = x° entro los puntos М (1, 1) y N (2, 
(fig. 330). 
Solución. Para calcular la integral buscada 
~ 
{ 6x3y dr 4-10zy® dy 
de 
hacen falta las ecuaciones paramétricas de la curva dada. Pero, la ecuación de 
Ja curva y dada explícitamente, es un caso particular de la ecuación 


paramétrica: aquí, la abscisa z del punto de la curva sirve de parámetro y las 
ecuaciones paramétricas de la curva son: 


жтт, у= 23. 


El parámetro z varía de = 


1 a z, = 2. Es fácil calcular las derivadas гез 
pecto al parámetro: 


ml, y 30. 

Por consiguiente, 

(N) 2 

{ 6z2y dz + 10r dy= | [6x%x9-1410228.372] dz = 
i 


de 
2 
= f (6254-3029) dz = [28-3219]: = 1084, 
1 


Mostremos, ahora, algunas aplicaciones de la integral curvilínea. 
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1. La expresión del área de un dominio, limitado por una curva 
limitada, en función de una integral curvilínea. 

Sea dado en el plano Оту un dominio D limitado por un contorno 
L tal que toda paralela a uno cualquiera de los ejes de coordenadas 
y que pasa por algún punto interior del dominio, corte la frontera 
L no más que en dos puntos (es decir, 
el dominio D es regular) (fig. 331). 

Supongamos que el segmento la, 
b] es la proyección del dominio D sobre 
el eje Ox; abajo D está limitado por 
la curva (l): 

y = у (2) 
y encima, рог Іа (l): 
= уз (ш), ly (а) < уз (2)1. 

Entonces, el área del dominio D es 
igual a: 


$ 


Y ya (2) dz — lua de. 


Fig. 331 


S 


Pero, la primera integral es una integral rhea a lo lûrgo 


Че la curva l» (MPN) puesto que y = у» (z) es la ecuación de esta 
curva; por tanto: 


b 
ўр (0 dr= \ ydr. 
a MPN 
La segunda integral es una integral curvilínea a lo largo de la curva 
A 
lı (MQN), es decir: 
} и) с | ydz. 


En virtud de la propiedad 4 de la integral curvilínea, tenemos: 


{ ydr=— $ уйт. 
MPN хРм 
Рог consiguiente, 
S=— {| ydr— | ydr=-— \ уйг. (5) 
NP мох L 


Tengamos en cuenta que la curva L se recorre en el sentido contrario 
al movimiento de las agujas del reloj. 


Si una parte de la frontera L constituye un segmento M,M, 
м) 


paralelo al eje Oy, entonces { y dz = 0, y la igualdad (5) es válida 


(мр 
también para este caso (fig. 332). 
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De modo semejante podemos demostrar que 
s= } ady. (6) 


Sumando miembro a miembro las igualdades (5) y (6) y dividien- 
do por dos, obtenemos una fórmula más para calcular el área S: 


=} | saya (7) 
т 
Ejemplo 3. Calcular el área de la elipse 
z= a cos t, у = bsent. 
Solución. Según la fórmula (7) hallamos: 


з 
s=4 $ [а cos tb сов t—b sen t (— а sen 1)] d= nab, 
$ 


Notemos que la fórmula (7), así como las fórmulas (5) y (6), son 
válidas también para las áreas de dominios cuyas fronteras se cortan 
por las paralelas a los ejes de coordenadas 
en más de dos puntos (fig. 333). Para de- 
mostrarlo, dividamos el dominio dado 
(fig. 333) en dos dominios regulares me- 
diante la línea /*. La fórmula (7) es 
válida en cada dominio. 

Sumando miembro a miembro, obtenemos 
en el primer miembro el área del dominio da- 
do y en el segundo, la integral curvilínea 


Fig. 332 


(соп el coeficiente 1.) tomada a lo largo de 


toda la frontera, puesto que la integral indicada a lo largo de la 
línea de división 1* se toma dos veces: una vez en el sentido directo, 
y otra, en el sentido inverso, por lo cual es igual a сего. 

2. Cálculo del trabajo producido por una fuerza variable F en 
una trayectoria curvilínea L. 

Ya hemos indicado al principio del $ 1 que el trabajo de una 
fuerza F = X (z, y, Di+ Y (x, у, 2j + Z (zx, y, 2) № a lo largo 
de una curva L == MN es igual a la integral curvilínea: 

в) 


а= J XO y adet Y (a y, Adyt Zie, y. ®}@. 
м 


Analicemos un ejemplo concreto del cálculo del trabajo de una 
fuerza. 
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Malaz, bza) 


Е тд 
Д 


Fig. 333 Fig. 334 


Ejemplo 4. Calcular el trabajo А de la fuerza de gravedad F' durante el 
desplazamiento de masa m del punto М, (а, бү, cy) al punto Ma (аз, ba, сз) 
a lo largo de una trayectoria arbitraria L (fig. 334). 


Solución. Las proyecciones de la fuerza de gravedad F sobre los ejes de 
coordenadas son: 
X = 0, Y = 0, Z = —mg. 
Por tanto, el trabajo buscado es: 


мә a 
A= | Xdr+Y dy+Zd:= { (— mg) de =mg (c1—c2). 
(My сі 


Como so ve, en este caso la integral curvilínea no depende de la trayectoria 
de integración, sino solamente de Jas posiciones de los puntos inicial y final. 
Hablando con mayor precisión, el jo de la fuerza de gravedad depende 
sólo de la diferencia on alturas ocupadas por el punto inicial y por el final. 


$ 3. FORMULA DE GREEN 


Determinemos la relación entre la integral doble extendida por 
un dominio plano D y la integral curvilínea a lo largo de la frontera 
L de este dominio. 

Supongamos que en el plano Оху está dado un dominio D regular 
tanto en la dirección de Ox, como Oy, limitado por un contorno 
cerrado L (fig. 331). Sea este dominio limitado abajo por 1а curva 
у = yı (2) y encima, рог la curva y = уз (z), ya (2) < уг (2) 


(a<z ji 

$ conjunto estas dos curvas forman el contorno cerrado L, 
Sean dadas en el dominio D dos funciones continuas X (z, y) 
y Y (т, y), que tienen derivadas parciales continuas. Examinemos 


la integral 
ze № аву. 
D o 
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Representándola en la forma de la integral iterada de segundo orden, 
obtenemos: 
ь ш) à 
a Кы ин xn 
dy dy 
D а uG 


e a 


dr = 


зб) 
lu 


a 
= [xe Ya(2)) —X (2, y (2)]dz. (1) 


Notemos que la integral 
ix (2, ya(z,) dz 
es numéricamente igual a la integral curvilínea 
к. E, nas, 


a lo largo de la curva MPN, cuyas ecuaciones paramétricas son 
т=з, у= j (2), 


donde х es el parámetro. 
De este modo, 


b 
Î X (z, y(2))dr= 8 X (z, y de. (2) 
а MPN 

Análogamente, la integral 


ь 
}Х@ v(m) dz 


es numéricamente igual a la integral curvilínea a lo largo del arco 


b 
Í X (z, и(шахт= | X(z, y) dz. (3) 
а (мому 
Sustituyendo las expresiones (2) у (3) en la fórmula (1), obtenemos: 
| IX dzdy = ( X (z, y dz— f X( уй. (0) 
D 


ду MPN мох 
Pero, 


SY Х(т ydi=— | X(z, уат 
мом хом 


15-536 
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(véase $ 1, propiedad 1). Por consiguiente, podemos escribir la 
fórmula (4) en la forma: 


(2а ( X (£. ййс+ { X (z, y de. 
D ду MPN MQN 


Pero, la suma de las integrales curvilíneas del segundo miembro 
es igual а la integral curvilínea а lo largo de toda la curva cerrada 
L en sentido del movimiento de las agujas del reloj. Por tanta, la 
última igualdad puede ser reducida a la forma: 


IERTE f X, dz. (5) 
ду 


L (según las agujas del reloj) 
Si una parte de la frontera está representada por un segmento 
la, paralelo al eje Oy, entonces tenemos ўх (т, dz = 0 y la 


la 
ecuación (5) permanece válida también para este caso, 
De manera igual hallamos: 


[а= | Y (2, йау (6) 
а 


L (según las agujas del reloj) 
Restando (6) de (5), obtenemos: 


SE) аа ( X dz + Y dy. 


ду Dx 
D 
L (в°а@п las agujas del relo) 


Si el sentido del recorrido del contorno L es inverso al movimien- 
to de las agujas de un reloj, tenemos *): 


SE -2) а | хас Ydy. 
ду êy 


1 


Esta es así llamada fórmula de Green por nombre de físico y mate 
mático inglés D. Green (1793—1841) **). 


*) Si en una integral curvilínea рог un contorno cerrado L no está 
indicado el sentido del recorrido, se supone que esto se efectúa a la dirección 
contraria al movimiento de las agujas del reloj. Se hacen referencias especiales, 
si el recorrido está realizado en el sentido de las jas del reloj. 

+s) Esta fórmula es un caso particular de una fórmula más general, obte- 
da por el matemático ruso M. V. Ostrogradski. 
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Hemos supuesto que el dominio D es regular. Pero, igual que 
en el problema del área (véase $ 2) se puede demostrar que esta 
fórmula es válida para cualquier dominio que podemos dividir en 
los dominios regulares. 


$ 4. CONDICIONES PARA QUE UNA INTEGRAL CURVILINEA 
NO DEPENDA 
DE LA TRAYECTORIA DE INTEGRACION 


Examinemos la integral curvilínea 
m 
ў X dr +Y dy, 
(M) 


a lo largo de una curva plana L que une los puntos 
M y N. Supongamos que las funciones Я 


X (т, у) e Y (т, y) tienen derivadas parcia- 
les continuas en el dominio examinado D. 
Aclaremos las condiciones en las cuales la Ж, 
integral curvilínea no depende de la forma 


de la curva L, sino de la posición de los Fig. 385 
puntos M y N. Analicemos dos curvas arbi- 
trarias, MPN у MQN del dominio examinando D que unen 
los puntos M y N (fig. 335). 

Sea: 


MPN 


Y Xdr+Ydy= | Xdz+Ydy, [0] 
моу 
es decir, 
Y Xdr+Ydy— | Xdr+ Y dy=0. 
MPN MQN 


Luego, en virtud de las propiedades 1 y 2 de las integrales curvi- 
líneas ($ 1) tenemos: 


{ Xdr+Ydy+ | Xdz+Ydy=0, 
MPN хам 


es decir, la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado /, es: 
$Xdx+ Y dy=0. 
L 


En esta última fórmula la integral curvilínea está tomada a lo 
largo de un contorno cerrado L, compuesto de las curvas MPN y 
y NQM. Es evidente que podemos considerar este contorno L como 
arbitrario. 

Por consiguiente, si tenemos la condición de que la integral 
curvilínea no depende de la forma de la curva que une los dos puntos 
arbitrarios M y N, sino de la posición de éstos, resulta que esta 
integral a lo largo del contorno cerrado cualquiera es nula. 


15° 
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La conclusión recíproca también es válida: si la integral curvi- 
línea a lo largo de cualquier contorno cerrado es nula, ésta no depen- 
de de la forma de la curva que uno los dos puntos arbitrarios, sino 
sólo de la posición de estos puntos. En efecto, de la igualdad (2) 
se deduce la (1). 

En el ejemplo 4, $ 2, la integral curvilínea no depende de la 
trayectoria de integración. En cambio, en el ejemplo 3 la integral 
curvilínea depende de la trayectoria de integración, puesto que la 
integral a lo largo del contorno cerrado no es nula, sino da el área 
limitada por este contorno. 

En los ejemplos 1 y 2 las integrales curvilíneas también dependen 
de la trayectoria de integración. 

Naturalmente surge la pregunta: a qué condiciones deben satisfa- 
cer las funciones X (x, y) e Y (x, y) para que la integral curvilínea 


$ X de + Y dy a lo largo de cualquier contorno cerrado sea nula. 
El teorema siguiente da la respuesta: 


Teorema. Sean X (х, y) e Y (x, y) las dos funciones continuas 
en todos los puntos de cierto dominio D, igual que sus derivadas 


ӘХ (2,0), дҮ (z, у) 
A y L 


parciales, 7. Para que la integral curvilinea 


a lo largo de un contorno L cerrado cualquiera de este dominio 
sea nula, es decir, para que 


Xe, y) dz ¡Y (x, y)dy =0 (2) 
es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad 
ӘХ 24 ۴ 
a ӘБ (3) 
ду дг 


en todos los puntos del dominio D. 


Demostración. Examinemos un contorno cerrado arbitrario L 
en el dominio D y escribamos la fórmula de Green correspondiente 
a este contorno: 


5 (#5) | xas Y dy. 
E дт ду d 


Si la condición (3) se cumple, la integral doble del primer miembro 
es idénticamente igual a cero y, por consiguiente: 


{Хаз Y dy=0. 
$ 


Queda así demostrado que la condición (3) es suficiente. 
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Demostremos ahora que esta condición es también necesaria, 
o sea, si la igualdad (2) se cumple para cualquier curva cerrada 
L de D, entonces la condición (3) se satisface obligatoriamente en 
cada punto de este dominio. 

Supongamos lo contrario: que se cumple la igualdad (2) 


{Хаз + Y dy=0, 
i 


y no se cumple la condición (3), es decir: 


aunque sea en un solo punto. Sea, por ejemplo, la desigualdad en 
cierto punto P (zo, yo) 


дт ду 
Como la función en el primer miembro es continua, ella es posi- 
tiva y mayor que cierto número б > 0 en todos los puntos de un 


dominio D’, suficientemente pequeño que contiene el punto 
P (Zo, Yo). Tomemos la integral doble de la diferencia 


ӘҮ _ әх 
дт ду ' 


por este dominio D”. Por supuesto, ella es positiva. En efecto: 


(f (2. 25) ara > | | вау  áca=50:>0. 
“JN ox ду 
5 D D 

Pero, según la fórmula de Green, el primer miembro de la última 
desigualdad es igual a la integral curvilínea a lo largo de la frontera 
L' del dominio D’, esta integral, según la hipótesis, es nula. Por 
consiguiente, la última desigualdad contradice a la condición (2) 


y la suposición, de que la diferencia x 2 = sea distinta de сего, 
aunque en un solo punto, es falsa. De aqui se deduce que 

2. OR E 

az ay 


en todos los puntos del dominio dado D. 
El teorema queda, pues, completamente demostrado. 
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En el $ 9, cap. XIII (tomo 11) hemos demostrado que el cumpli- 

miento de la condición 
9Ү (х, у) _ IX (z, у) 
дх ду 
significa que la expresión X dz + Y dy es la diferencial total de 
cierta función и (т, y), es decir: 
X dz + Y dy = du (z, y), 

siendo: 


du du 
Х@ у=». Y (z, g= 

Pero, en este caso el vector 
ди 

PM = 44-54 
es el gradiente de la función и (т, y); la función и (т, y), cuyo gra- 
diente es igual al vector Хі + Yj, se llama potencial de este vector. 
о 


Demostremos que en este caso la integral curvilinea І = $ X d+ 
(м) 

+ Y dy a lo largo de cualquier curva L, que une los puntos М у М, 

es igual a la diferencia de los valores de la función u en estos puntos: 


оо w 
| Xdz+ Y dy= Í du(z, y) =u (N) —u (M). 
м) 
Demostración. Si хаар es la diferencial total де la 
función u(z, y), entonces x; ر‎ y la integral curvilínea 


toma la forma: 
w 
du du 
= f azrt бу а 
м 
Para calcular esta integral escribamos las ecuaciones paramétricas 
de la curva L que une los puntos М y N: 
z= Q (f, y =% (t). 
Supongamos que al valor t = f, del parámetro corresponde el 
punto М y al valor t = Т, el punto N. Luego, la integral curvilínea 
se reduce a la siguiente integral definida: 


т 
|] ا‎ 
ôr dt ` ôy dt 
La expresión entre los corchetes es una función de £, al mismo tiempo 
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esta función es la derivada total de la función и [Фф (4), Ф (£)] res~ 
pecto a t. Por consiguiente: 


т 
& т 
| uuo, 10 = 


=u[p(t), v(0) — ш[Ф (to), ф(Ы]== и (№) —u (M). 


Como vemos, la integral curvilínea.de una diferencial total no 
depende de la forma de la curva, а la largo de la cual se efec- 
túa la integración. 

La integral curvilínea a lo largo de una curva en el espacio tiene 
las mismas propiedades (véase $ 7 de este capítulo). 


Observación. A veces tenemos que analizar las integrales curvi- 
líneas de una cierta función X (т, y) a lo largo de la longitud del 
arco L: 


Рх y ds= lim Y X (2. y) Aso 0 
} п e 


donde ds es la diferencial del arco. Tales integrales se calculan de 
un modo análogo al usado para las integrales curvilíneas examina- 
das arriba. Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones 
paramétricas: 
z=9() у= %№ (0), 

donde q (0, Y (t), q” (t), y (t) son las funciones continuas de t. 

Sean a y Ê los valores del parámetro t, correspondientes al 
origen y al extremo final del arco L. 

Como es 


ds = Уу (+ y (° dt, 
obtenemos fórmula para calcular la integral (4): 
8 د‎ 
хе уа $ Xio 0, ФТУ (DF +p (tf dt. 
Podemos examinar la integral curvilínea a lo largo del arco de 
una curva en el espacio z = q (t), y =p (f), 2= % (0: 
в ج ا‎ 
Іхе Y 2) = | Х{ф(@), 09, (ТУФ (09° +p (° + у (at. 
Н 
Con ayuda de las integrales curvilíneas a lo largo del arco podemos 


determinar, por ejemplo, las coordenadas de los centros de gravedad 
de diferentes líneas. 
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Razonando análogamente que en el $ 8, cap. XII (tomo 1) obtenemos 
la fórmula para calcular las coordenadas del centro de gravedad de 
una curva en el espacio: 


{20 Î yas Vzds 

А. 5: kak 5 
t= Pan Ye Са = га" (5) 

1 L Š 


Ejemplo. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una espira 
de un hélice 
z=acost, y =asent, z=bt (0 < 2 < 2л), 
si su densidad lineal es constante. 
Solución. Aplicando la fórmula (5), encontramos: 


2л 2л 
Y acost Уа вед с а сов? 52 1 Y acost уа? 20 
0 o 

z, = = = 


тя 
{Матеа at совт EF de {уа а 
ò 0 


VAGO 
2a yapo 
Análogamente, y = 0, 


2n 
| bt Vas зепїт-- at costi} bê dt 
° ے‎ 4 


2л Уа? +2 


Así, las coordenadas del centro de gravedad de una espira dol hélice son: 
Ze 0, ре 0, te= ЛЬ. 


n= 


§ 5. INTEGRAL DE SUPERFICIE 


Sea dado en el sistema de coordenadas rectangulares Oryz 
un dominio V y sea с una superficie limitada por una curva А 
en el espacio. 

Respecto a la superficie с, supongamos que en cada su punto P 
la dirección positiva de la normal se determina por el vector unita- 
rio 22 (Р), cuyos cosenos directores son funciones continuas de las 
coordenadas de los puntos de la superficie. 

Supongamos que en cada punto de la superficie está determinado 
un vector 


F = X (z, y, 2 i +Y (z, y, 2) j + Z (z, у, 2) k, 
donde X, Y, Z, son las funciones continuas de las coordenadas. 


Dividamos arbitrariamente la superficie en los dominios o áreas 
elementales Ao,. En cada una de estas áreas tomemos un punto 
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arbitrario Р, y formemos la suma 
D (F (PJ n (PA) Ас. @ 
T 

donde: 

F (Р) es el valor del vector F en el punto P; del área elemental 
Acı, т (Ру) es el vector unitario de la normal en este punto; Fn es 
el producto escalar de estos vectores. 

El límite de la suma (1), extendida 
por todas las áreas Ag; cuando los 
diámetros de todas estas áreas tienden 
a cero, se llama integral de superficie y 
se designa por el símbolo 


Si Fn do. 


Así, según la definición *) tenemos: 


lim У Fm,Ao,= Í | Fn do. 


аёт Aoj-+0 
Cada término de la suma (1): 


Fin Ao, = Е, Ao, cos (nı, Fi) (3) 
tiene la siguiente interpretación mecánica: este producto es igual 
al volumen de un cilindro de base Ao, y altura Ё, cos (ni, Е). 
Si el vector F es la velocidad de un líquido que corre por la siperfi- 
cie o, el producto (3) es igual a la cantidad del líquido que pasa por 
Ao, en una unidad de tiempo, en la dirección del vector n; (fig. 336). 
Sí F es el vector de velocidad del líquido en un punto dado, la 


expresión { {Fn do designa la cantidad total de líquido que corre 


(2) 


Fig. 886 


с 
por la superficie о en la dirección positiva en una unidad de tiempo. 
Por eso, la integral de superficie (2) se llama, también, flujo del 
campo vectorial F a través de la superficie о. 

De la definición de integral de superficie se deduce que si divi- 
dimos la superficie с еп las partes Os, Os, ..., 0, obtenemos: 


JÍ Fndo= 11 Fn do + 15 Fn do + ... + jf Fndo. 


Representemos el vector unitario m mediante sus proyecciones 
sobre los ejes de coordenadas: 


n = соз (п, л) i + соз (п, y) j 4- сов (п, 2) №. 


+) Si la superficie о es tal que en cada uno de sus puntos un plano tangente 
varía continuamente su posición en función del desplazamiento del punto P por 
la superficie, y si la función vectorial F es continua en esta superficie, entonces 
este límite existe (admitamos sin demostración este teorema de la existencia 
de las integrales de superficie). 
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Poniendo en la integral (2) expresiones de los vectores de F y n 
en función de sus proyecciones, obtenemos: 


{11 Еп бс = \\[Х соз (п, 2) + Y cos(n, y) + Zcos(n, 2)] 0. (2) 
q a 
El producto Ло cos (п, 2) es la proyección del área elemental 


Ao sobre el plano Оту (fig. 337); afirmación análoga es válida tam- 
bién para otros productos 


Ao cos (п, z) = Асу, Ao соз (п, у) = Ас, 
Ао cos (n, 2) = Аб, (4) 


donde Ady, ÂO: Лоу son las proyecciones de área elemental 
Ao sobre los planos de coordenadas correspondientes. 


Fig. 337 


En virtud de lo expuesto, la integral (2”) podemos escribir tam- 
bién en la forma: 


$5 Fndo=55[Xcos(n, 2) + Y cos(n, y) + Zcos (n, 2)] do = 


o 


=}! Xdyds+ Y dide + Zdzrdy. (2) 


$ 6. CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE 


El cálculo de una integral por una superficie curvada se reduce 
al cálculo de una integral doble por un dominio plano. 

Indiquemos, por ejemplo, un procedimiento del cálculo de la 
integral 


$5 Zcos(n, 2) do. 


Supongamos que la superficie o es tal que toda paralela al eje 
Oz la corta en un solo punto. Por tanto, podemos escribir la ecuación 
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de la superficie en la forma: 
z = f (z, y). 


Designando por D la proyección de la superficie o sobre el plano 
Озу, obtenemos (en virtud de la definición de la integral de super- 
icie): 


[Î Z(z, y, 2) соз(п, 2) 05—= lim Y Z (Zi, у, 2) соз (Ny, 2) Aye 


° ййтАс-*о4==1 


Tomando en cuenta la última de las fórmulas (4) $ 5, obtenemos: 
t 


1205, do o lim Û Z (en vn Ha v) Aoh = 


lám лсун 4 


=+ lím У 2(2, Y, few И) Asy h 


"ҮҮ ҮП 


la última expresión es una suma integral para la integral doble de 
la función Z (z, y, f (т, y)) por el dominio D. Por consiguiente: 


JJ Zcos(n, 3 do=+ $Í Z(z, y, (а, y) dedy. 


El signo «más» delante de la integral doble se pone, cuando 
cos (п, 2)>0, y el signo «menos», cuando cos (п, 2) < 0. 

Si la superficie o no satisface a la condición indicada al princi- 
pio de este párrafo, entonces, es preciso dividirla en partes, que le 
satisfagan a está condición, y calcular la integral por cada parte 
separadamente. 

De modo análogo calculamos las integrales 


55 Xcos(n, a) do; SÍ Y cos(n, y) do. 


Lo demostrado anteriormente justifica la expresión de una 
integral de superficie en la forma (2”) $ 5. El segundo miembro de la 
igualdad (2”) se puede considerar como una suma de integrales 
dobles por las proyecciones correspondientes del dominio о. Los 
signos de estas integrales dobles (o sea, los signos de los productos 
dy dz, dz dz, dz dy) se toman de acuerdo con la regla indicada arriba. 

Ejemplo 1. Sea с una superficie cerrada tal que toda paralela al eje Oz 


la corta no más que en dos puntos. 
Examinemos la integral 


$ =cos (п, a) do. 
o 


Tomemos la normal exterior por la dirección positiva de la normal. En el 
caso dado podemos dividir la superficie en dos partes, inferior y superior, de 
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ecuaciones correspondientes: 
z= fi (z, y) y 2=f (z, y). 


Designemos por D la proyección de о sobre el plano Огу (fig. 338); en- 
tonces: 


$5 =cos (n, з) do= f § fz (z, y) dzdy— | Û fı (x, y) dz dy. 
G D үл 


La segunda integral tiene el signo «menos» puesto que en la integral de 
superficie el signo del producto dz dy en la superficie z = f, (=, y) debe tomarse 
negativo, siendo negativo cos (n, z) para esta superficie. 


ў 
АЎ 


Fig. 838 Fig. 339 


Pero, la diferencia do las integrales del segundo miembro de la última 
fórmula representa el volumen limitado por la superficie о. Entonces el volu- 
men de un cuerpo, limitado por la superficie cerrada о, es igual а la siguiente 
integral de superficie: 


V= § 2c0s (n, 2) do. 
< 
Ejemplo 2. Una carga eléctrica positiva e, colocada en el origen de coor- 


denadas, genera un campo vectorial tal que, según la ley de Coulomb, en cada 
punto del espacio so determina el vector F: 


e 
Fek r, 


donde r es la distancia del punto examinado al origen de coordenadas; > es 
el vector unitario dirigido a lo largo del radio vector del punto dado (fig. 339); 
k es un factor constante. 

Determinar el flujo del campo vectorial a través de una esfera de radio R 
y centro en el origen de coordenadas. 


Solución. Tomando en cuenta que г = R = const, tenemos: 
на 
$ Era с=т $ rado. 
© o 


Pero, la última integral es igual al área de la superficie о. En efecto, según 
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ión de integral (teniendo en cuenta que rn = 1), obtenemos: 
гп ас = lim типдАок = lim A01=0. 
GS omar lim, E mar = ln, Уза 


Por tanto, el flujo buscado es F6 a= E 4nR?—=4nke. 


ke 
кы 
$ 7. FORMULA DE STOKES 


Supongamos que tenemos superficie с tal, que toda paralela al 
eje Oz la corta en un solo punto. Designemos por A la frontera de о. 
Tomemos la dirección positiva de la normal n de modo tal que ésta 
forme con la dirección positiva del eje Oz un ángulo agudo (fig. 340). 

Sea z = f (т, y) la ecuación de la superficie, Los cosenos directo- 
res de la normal se expresan mediante las fórmulas (véase $ 6, 
cap. IX, tomo 1): 


соз (п, х) = 


соз (п, у) = @ 


соз (т, 2) = 


Supongamos que todos los puntos de с pertenecen а un cierto 
dominio V. Sea dada en el dominio У una función continua 
X (z, y, 2), siendo continuas, también, sus derivadas parciales de 
primer orden, examinemos la integral curvilínea a lo largo de la 
curva A 


TX (z, y, zdz. 

A 
En la curva A tenemos la igualdad z = f (z, y), donde z e y son las 
coordenadas de los puntos de la línea L que es la proyección de A 


sobre el plano Ozy (fig. 340). Por consiguiente, podemos escribir 
la igualdad 


fX n z) de= Í X (z, y, f(z, 0) dz. @ 
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La última integral es curvilínea a lo largo de L. Transformémosla 
según la fórmula de Green, haciendo: 


Х@ v, m=Xk6 Y _0Ya y. 


Sustituyendo en la fórmula de Green X e Y por sus expresiones. 
obtenemos: 


е аа | x y f(z. йй, @ 
D 


donde el dominio D está limitado por la curva L. A base de la deri- 
vada de la función compuesta X (т, y, 
Í (z, y)) en la que y entra tanto directamen- 
te, como mediante la función z = f (z, y), 
hallemos: 


ӘХ (т, y, f(z, Y) _ 2X (z, y, 2) 


ду ду + 


дХ@ y 2) Oz Y 


R д2 ду 


(4 


Sustituyendo la expresión (4) en el primer 
miembro de (3), obtenemos: 


MES y. d , ӘХ (2.4.2 E D аа 
ду д2 ду 


L 
Fig. 340 


= {хе у, f(z, у) dz. 
É 
Tomando en cuenta la igualdad (2), se puede escribir la última 
ecuación en la forma: 


(хе, y, dz 5 ӘХ dedy Sí XA sdy. (5) 
у E ду E д2 ду 


Las dos últimas integrales se transforman en las integrales de super- 
ficie. Efectivamente, de la fórmula (2”), $ 5 se deduce que, si tene- 
mos una cierta función А (т, y, 2), se verifica la igualdad: 


} 4 (2, y, z)cos(n, 2) do =Í A dz dy. 
с D 
En virtud de esta igualdad, las integrales del segundo miembro de 
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la igualdad (5) se transforman del modo siguiente: 


ПЕЕ | cose, 2) do, | 
Y ШЕЛ 


әх д ox д К © 
\{ aray f 227 н, 3) do. | 
öz ду ду ду 


Transformemos la última integral empleando las fórmulas (1) del 
párrafo presente: dividiendo miembro a miembro la segunda de 
estas igualdades por la tercera, hallamos: 


cos (n, y) д} 


со (п, 3) ду’ 
о sea, 


EA т) = — соз (п, y). 
ду А 


Por consiguiente, 


[EL az ay [| cose, y) do, m 
ل‎ д: ду a O 


Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5), obtenemos: 


хе у= — ff ӘХ cos (n, 2) do + ff ӘХ cos (n, y) do. (8) 
ду д2 

> e o 

El sentido del recorrido del contorno A debe ser acordado con 
la dirección elegida de la normal positiva п. Es decir, si un observa- 
dor mira desde el extremo de la normal, él ve que el recorrido a lo 
largo de A se realiza contra el movimiento de las agujas del reloj. 

La fórmula (8) es válida para toda superficie, siempre y cuando 
puede dividirse en partes, cuyas ecuaciones tengan la forma 2 = 
= f (z, y). 

Análogamente, podemos escribir las fórmulas: 


f Y (z, y, 2) dy = 5 [- Z cos (n, х) + eos n, a] do, (8) 
Я т 


А с 


\ Zi, y, 3) d2 = 5 [2 РЕШЕ од; а] do. (8) 
) az ду 
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Sumando miembro a miembro las igualdades (8), (8), (8°), 
obtenemos la fórmula: 


хауа [(L 2) cos, 9+ 
3 Nor ay 


‚(д2 _ дү ax _ êz 
* (2 a Joost, + ( a êz о ија. o 


Esta es así llamada fórmula de Stokes [físico y matemático inglés 
D. Stokes (1819—1903)]. 

Esta fórmula establece la dependencia entre la integral de super- 
ficie o y la integral curvilínea a lo largo de la frontera A de с, sien- 
do recorrida A según la regla indicada arriba. 

El vector B determinado por las proyecciones 


ðZ дү. ôX ðZ, ðY ӘХ 
ду дг д2 дг ûr ду 


se Пата rotacional de la función vectorial F = Xi + Yj + Zk y se 
designa por el símbolo rot F. 
Por tanto, en fórmula vectorial la fórmula (9) toma la forma: 


J F ds= 1] nrot F do, (9) 


y podemos enunciar el teorema de Stokes así. 

La circulación de un vector a lo largo de un contorno cerrado que 
limita una superficie es igual al flujo de su rotacional a través de esta 
superficie. 


Observación. Si la superficie с es una parte del plano, paralelo 
al Оту, entonces Az = 0, y obtenemos ya la fórmula de Green, como 
caso particular de la de Stokes. 

De la fórmula (9) se deduce que si 

oy _дХ =0, az ðY SD ӘХ _ д7 0, (0) 
dz ду ду дг д: дт 
la integral curvilínea a lo largo de toda curva cerrada А en el espacio 
es nula: 


| xar} Y dy + Zd:=0. (11) 


Entonces, podemos decir que aquí la integral curvilínea no depende 
de la forma de la curva de integración. 

Igual que en el caso de una curva plana podemos mostrar que, 
para el cumplimiento de la igualdad (11), las condiciones (10) no 
sólo son suficientes, sino también necesarias. 
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Después de satisfacer estas condiciones, el elemento de integra- 
ción es la diferencial total de cierta función и (х, y, 2): 


X dz + Y dy + Z dz = du (z, y, 2) 
y, por tanto, 


w) (м) 
{ Xdr+ Y dy+Zd:= Í du=u(N) —u(M). 
(м) (м) 


Esto se demuestra igual que la fórmula correspondiente para una 
función de dos variables (véase $ 4). 


Ejemplo 4. Escribamos las ecuaciones fundamentales de la dinámica 
de un punto material: 
dx ای‎ 
ng =X; т =Y; тг 2. 


Aquí, т es la masa del punto; X, У, 2 son proyecciones sobre los ejes de 
coordenadas de la fuerza aplicada al" punto; 

dy de 

ЕЕС u 


son proyecciones de la velocidad > sobre los ejes de coordenadas, Multipli- 
quemos los dos miembros de las ecuaciones escritas por las expresiones 


vzdt=dz, vy dt=dy, v, dt=àz. 
Al sumar las igualdades miembro a miembro, obtenemos: 
т (vx dux Foy doy Fug dv) =X dz+Y dy +Z dz; 


mn auf oj tof) =X dr+Y dy +2 dz. 
Puesto que 12-+o3-+ vf 04, podemos escribir: 
d (j rw) =X dr +Y dy +2 de. 


Calculemos la integral a lo largo de la trayectoria que une los puntos 
M, y Mz 


4 1 (Ma) 
Зат { X dr4Y dy+Z da, 
(My 


donde v; y vz son las velocidades en los puntos My y Ma. 

La última igualdad expresa el teorema de las fuerzas vivas: el incremento 
de la energía cinética durante el paso de un punto al otro es igual al trabajo 
de la fuerza que actúa sobre la masa т. 


Ejemplo 2. Determinar el trabajo de la fuerza de atracción newtoni: 
hacia un centro inmóvil de una masa m durante el desplazamiento de una 
masa unitaria desde la posición М, (a, bs, су) a la Mz (аз, bz, сг). 


Solución. Supongamos que el origen de coordenadas se encuentra en el 
centro inmóvil de atracción. Designemos por т el radio vector del punto М 


16—536 
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(fig. 341) que corresponde a una posición arbitraria de la masa unitaria, y por 
т, el vector unitario orientado a lo largo del vector ғ. Entonces 
km 


F=- 
г: 


dondo k es la constanto universal de gravitación. Las proyecciones de la 
fuerza FF sobre los ejes de coordenadas son: 


Luego el trabajo de la fuerza Fen la trayec- 
toria ММ es igual а: 


Ma) 
aim К TET 
r3 = 
(м) 
(Ma) а (My 
Fig. 341 = km f lim (3). 
б) 


(puesto que r2==2+4 y3 422 r dr =z бе фу ду--: dz). Dosignando por r; у ra 
las longitudes de radios vectores de los puntos A, y Mz, obtenemos: 


De modo que, en este caso, la integral curvilinea tampoco depende de la 
forwa de la curva de integración, sino de las posiciones de los puntos inicial 


y final. La función u = Е lama potencial del campo de atracción, gene- 


rado por la masa m. En el caso dado 
ди Р; ди А ди 
ar’ "TA 
A=u(M9)—u (My), 

es decir, el trabajo para desplazar la masa unitaria es igual а la diferencia 
entre los valores de la potencial en los puntos inicial y final. 


$ 8. FORMULA DE OSTROGRADSKI 


Sea dado en el espacio un dominio regular tridimensional V, 
limitado por una superficie cerrada о; la proyección de V sobre el 
plano Оху da el dominio bidimensional regular D. Supongamos que 
se puede dividir la superficie с en tres partes 0;, 0, y оз de modo 
que las ecuaciones de las dos primeras tengan la forma: 


2=f (y y z= f(z Y 


donde fı (х, y) y fz (=, y) son las funciones continuas en el dominio 
D, y la tercera parte, сз, es una superficie cilíndrica con la gene- 
ratriz paralela al eje Oz. 


Fórmula de Ostrogradski 243 


Examinemos la integral 
= ||| 22 (=: ¥: D de dy dz. 
A dz 


Al principio, integremos respecto a z: 
ЕАР] 


р) 


р лаи 


= (ze. Y fez, Maay- | | те, Y, f(z, y) dzdy. (1) 
> р 

Definamos еп la normal a la superficie la dirección determinada, 
a saber, la dirección que coincide con la de la normal exterior a la 
superficie о. Entonces, соз (n, z) en la superficie оз es positivo, 
en la o, es negativo y en la superficie оз es nulo. 

Las integrales dobles del segundo miembro de la igualdad (1) 
son iguales a las integrales correspondientes de superficie 


sS Z (z, y, fa (2, y) dz dy = р Î Z (z, y, з) соз (n, z) do, (2) 
ss Z (z, y, fı (ж, y) dz dy = т) Z (z, y, 2) (— соз (п, 2)) do. 


En la última integral hemos puesto (—cos (п, 2)) por que los ele- 
mentos de las superficies 0, y 0, y el elemento del área As del domi- 
nio D están ligados por la correlación As = Ло [—cos (n, 2)], puesto 
que el ángulo (п, 2) es obtuso. 

Así 


SS Z(z, y, fi (2, y) de dy = — 55 Z (z, y, fı (z, y) cos (n, з) do. (2) 


D oi 
Sustituyendo (2) y (2”) en la igualdad (1), tenemos: 


MES 
А дг ы 


= || Y, 2) соз (п, э&+ (| ше, у, 2) соз (п, 2) do. 


Рага comodidad de los cálculos ulteriores, escribamos la última 
ecuación en la forma (sumado {{ Z (х, y, 2) cos nz do = 0, puesto 
°з 


16* 
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que en la superficie оз se verifica la igualdad cos nz = 0): 
(|| 92 v. D dedy d= 
д2 


= Sí Zcos (n, 2) do + | f eostn, z) do + ИК? 2) do. 


а Д 

Pero, la suma de las integrales del segundo miembro de la última 
igualdad es igual a la integral extendida por toda la superficie 
cerrada о, por consiguiente: 


ШЕИ y, з) сов (п, з) do. 
з 
y 


o 
De un modo semejante, obtenemos las correlaciones: 


оаа || ¥ e. y, 2)cos (n, y) do, 
у 
y © 


SFE araya: || хе. y, 2)cos (n, 2) do. 
дг . 


y 
Sumando miembro a miembro las tres últimas ecuaciones, obte- 
nemos la fórmula de Ostrogradski *): 


ЖЕ , 0Y 2) 
2А 01. 02 | атдуйг= 
ME E i 


= {| (Х соз (п, a) + Y соѕ (п, y) + 2соз (п, 2)) do. (2) 


0 
E ЖЕ. ЖТ... A 7 
Та expresión zy + 3y taz llama divergencia del vector (o sea, 


divergencia de la función vectorial) 
Е = Xi + Yj + Zk 
y se designa por el símbolo div F: 


*) Esta fórmula (llamada también de Ostrogradski — Gauss) fue obtenida 
рог el célebre matemático ruso М. У. Ostrogradski (1801—1861) y publicada 
por él en 1828 en el artículo «Notas sobre la teoría del calor». 
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Indiquemos que esta fórmula es válida para todo dominio que 
puede ser dividido en dominios parciales que satisfacen a las condi- 
ciones expuestas al principio del párrafo corriente. 

Demos una interpretación hidromecánica de la fórmula obtenida. 

Supongamos que F = Xi + Yj + Zk es el vector de velocidad 
de un líquido que corre a través del dominio V. En este caso, la 
integral de superficie en la fórmula (2) es la integral de la proyección 
del vector F sobre la normal exterior n; esta integral da la cantidad 
del líquido que sale de V a través de la superficie o en una unidad 
de tiempo (o que entra en el dominio V, si la integral es negativa). 
Esta cantidad se expresa mediante la integral triple de div F. 

Si div F = 0, la integral doble extendida por toda la superficie 
cerrada es nula, es decir, la cantidad del líquido que sale (o entra) 
a través de toda la superficie cerrada о es igual a cero (no hay fuen- 
tes). Hablando con mayor precisión, la cantidad del líquido que 
entra en el interior del dominio es igual a la que sale de éste. 

En forma vectorial la fórmula de Ostrogradski se escribe así: 


JjJ aiv ка= j Jj Fn ds (1) 


y se anuncia аваа la integral de la divergencia de un campo 
vectorial Е, extendida por cierto volumen, es igual al flujo del vector 
a través de la superficie que limita este volumen. 


$ 9. OPERADOR DE HAMILTON 
Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES 


Sea una función и = и (х, y, 2). En cada punto del dominio 
donde está definida y derivada la función и (т, y, z) se determina 
el gradiente: 


ваи i+ J + к. W 


El gradiente де la función и (т, y, 2) se мас, a veces, de la mane- 
ra siguiente: 


+ g LR a 


el signo y es una delta invertida E A Pa «nabla». 
1) Es cómodo escribir la ecuación (2) en la forma simbólica: 


= д д д n 
(ава) @ 
y considerar el símbolo 


VI ка ® 
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como un «vector simbólico». Este vector simbólico se llama hamilto- 
піапо u operador de Hamilton, o, simplemente, nabla (y — operador). 
De las fórmulas (2) у (2°) se deduce que, al «multiplicar» el vector 
simbólico y por la función escalar u, obtenemos el gradiente de esta 
función: 

yu = grad и. (4) 


2) Podemos formar un producto escalar del vector simbólico y por 
el vector F = iX + ДҮ + kZ: 
д д д 
УЕ = (+s +2) ахду kZ) = 
9х ôy 92, 


д д д A 
X4+>Y Z= div F 
дх + Has дт k ду aj д: 


(уёазе е1 $ 8). Азї, 
yF = div F. (5) 
3) Formemos un producto escalar del vector simbólico y рог 
el vector F = iX + ЈУ + kZ: 


тхк=(4#&+у®+ьһ®) x += 
a ay" дг 


i j k 

2 2 0 2: a 2, 2 e e 
—|óx ду 0 ду дї ôr д2 дт ду 
= =4 — k = 

X Y ¥ Y 7 1 X 7 + x Y 


(2 (E (+) 3) 
ду д2 dz д2 дт ду 


OZ 24 aX д7 24 (24 
аг зт nd 
ду dz +3 дт дх $ дх ду > 


(véase el $ 7). Así, 


Y X Е = тої Е. (6) 


De lo expuesto se deduce que el uso del vector simbólico y nos 
permite expresar las operaciones vectoriales de una manera muy 
breve. Examinemos unas cuantas fórmulas más. 

4) El campo vectorial F (=, y, 2) = iX + jY + kZ se Пата 
campo vectorial potencial, si el vector F es el gradiente de cierta 
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función escalar и (т, y, 2): 
Е = grad и, 
o sea, 
du du ди 
=4з +0 ду +e 
En este caso, las proyecciones del vector Ё' son: 
du ди ди 
X= = а" Z=% 
De estas igualdades se deduce (véase $ 12, cap. VIII, tomo 1): 
әх ду әү 2 ӘХ _ 2 


ó 
ôx 24 0, 24 02. 0, Хх 92. کټ‎ 
ду дт д: ду dz dz 
Por consiguiente, para el vector examinado F tenemos: 
rot F = 0. 


Así, obtenemos: 

rot (grad u) = 0. (1) 
Aplicando y — operador, en virtud de las fórmulas (4) y (6), pode- 
mos escribir la igualdad (7) así: 


(v x yu) = 0. (7) 
Usando la propiedad de que, para multiplicar un producto vectorial 


por un escalar es suficiente multiplicar esta magnitud escalar por 
uno de los factores, escribamos: 
(yx y)u=0. (77 

Aquí, el operador y de nuevo tiene las propiedades de un vector 
ordinario: el producto vectorial de un vector por sí mismo es nulo. 

El campo vectorial F (=, y, 2) para que rot F = 0 se Пата 
irrotacional. De la igualdad (7) se deduce que todo campo potencial 
es irrotacional, 

La conclusión inversa también es válida: si algún campo vecto- 
rial F es irrotacional, es también potencial, Esta afirmación es 
correcta, lo que se deduce de los razonamientos dados en el final 
del $7. 

5) El campo vectorial F (т, y, 2), para que div F = 0, es decir, el 
campo vectorial que no tiene fuentes (véase el $8) se llama solenoidal. 

Demostremos que 


div (rot F) =0, (8) 
es decir, que el campo de rotacionales es libre de fuentes. 


248 Integrales curvilíneas e integrales de superficie 


En efecto, si F = iX + ЈУ + KZ, entonces: 
м (E ES Z) y o (2 х) 


ду д: дг дг ðr ду 
y por esto: 
div (rot F) = 0: (2 ES 2) + 
дх\ ду д2 


д (3X д2 ð ( 3Y 2, 
Ea) еш) 

ду \ д: dz @z\ ôx ду 
Aplicado el y — operador, escribamos la igualdad (8) en la forma: 

v (y x F) = 0. (8) 
El primer miembro de esta igualdad lo podemos considerar como 
un producto vectorial y escalar (mixto) de los tres vectores: y, y, 
F, dos de los cuales son iguales. Es evidente que este producto es 
nulo, 

6) Sea un campo escalar и = и (z, y, z). Determinemos el 

campo de gradientes: 


du ди ди 
gradu = û a doy FF > 


Ahora hallemos: 
ч д (ди д (du д (ди 
avr (+ (a) + (3) 


є Pu Фи, Фи 
div (grad Ша (9) 
El segundo miembro de esta expresión se Пата operador de Laplace 
de la función u y se designa 


Aus, . 10) 
ES go 
Por consiguiente, podemos escribir la igualdad (9) en la forma: 
div (grad u) = Au. (11) 


Con ayuda del y —operador escribamos la ecuación (11): 
(ууш) = Au. (11) 
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Notemos que la ecuación 


du, и, de 
28 r E ai (12) 
6 
Au =0 az) 


se llama ecuación de Laplace. La función que satisface a esta ecuación 
se llama función armónica. 


Ejercicios para el capítulo XV 


Calcular las integrales curvilíneas siguientes: 
1. j y2dz-4-2zy dy a lo largo de la circunferencia z=a cos t, у =a sen t. 
Respuesta: 0. 
2. fydz—zdy a lo largo del arco del elipse z=a cos t, у= sent. 
Respuesta: —2nab. 
= LA 
з. | атаа 
en el origen de coordenadas, Respuesta: 0. 


а. (LIEZ a lo largo de un segmento de la recta y=x, desde 
2=1 hasta z2, Respuesta: ln 2. 
5. | yadx4+xzdy+zy dz a lo largo del hélice z=acost, y=a sen t, 
zı kt, cuando ¢ varía desde O hasta 2x. Respues 
6. [zdy—ydz a lo largo del arco de bipocicloide z=a cos3t, y= 


dy a lo largo de la circunferencia con el centro 


=a sent. Respuesta: n (área duplicada de la hipocicloido). 


А Bat 
1. $ + dy—y dz а lo largo del lazo del folio de Descartes xê , 
e Respuestas За (área duplicada del dominio limitado por este 
lazo) 


a (1—cos 1) 
do por un 


8. | zdy—ydz a lo largo de la curva z=a (t—sen t), 
(0<1 2r). Respuesta: —6xa? (área duplicada del dominio li 
arco de la cicloide y el eje Oz). 


Demostrar que: 
9. grad (сф) =e grad p, donde с es constante. 


10. grad (сиф -- соф) =e, grad pe grad ар, donde с es constante. 
14. grad (фр) =Ф grad ар-ар grad e 
12. Hallar grad r, grad r?, grad, grad f (r), donde r= V77F pF 25. 


r Pept 
Respuesta: Z; 2r; 5 Р 0) 0. 

13. Demostrar que div (4 + B)=div A +div B. 

14. Calcular div г, donde r=zi+yj+zk. Respuesta: 3. 

15. Calcular div (4q), donde 4 es una función vectorial, уф s una 
función escalar. Respuesta: Фф div A+ (grad QA). 
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16. Calcular div (r.e.), donde e es un vector constante. Respuesta: ln A 


17. Calcular div В (rA). Respuesta AB. 
Demostrar que: 
18. rot (0,41 40242) == сү rot 4, e2 rot Az, donde с, y cz son constantes. 
19. rot (Ас) == grad A x с, donde с es un vector constante. 
20. rot rot A=grad div A— AA. 
21. A xX grad p= rot (ФА). 
Integrales de superficie 


22. Demostrar que { ў сов (ns) do =0, si о es una superficie cerrada y n 
ез su normal. 

23. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Oz, de la superficie 
de un segmento de la esfera de ecuación 22-+y2-+422=R separado por el 


plano z= Н. Respuesta: 22 (әнз—знэн+-Н°). 


24. Hallar el momento do inercia, respecto al eje Oz, do una parte de la 
superficie del paraboloide de revolución =1-- y®= 222, separada por el plano 


se. Respuesta: Da, 
25. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de una parte de la 
suporticio del cono 22 y= 29, soparada por el plano а=. Respuesta: 
. 2 
œ 0; 2л. 


26. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un segmento de 
la superficie de la esfera 22-4-y2-422=R2, separado por el plano :=Н. 


Respuesta: (0, 0, it ) А 


27. Hallar $ } (= соз (rz) 4-у cos (пу) += соз (:)] da, donde о es una super- 


ficie cerrada. Respuesta: 3 У, donde V es el volumen del cuerpo limitado 
por о. 


28. Hallar ff dr dy, donde 5 es la superficie exterior de la esfera 
8 
224 y2422=R9, Respuesta: + дз, 
29. Hallar { { х® ду 4:-+-у14:4х--:%4= dy, donde 5 es la superficie exte- 
8 


rior de la esfera 22-+4-y2-+4-22=R2, Respuesta: лН%. 
30. Hallar § | Vz*+yids, donde S es la superficie lateral del cono 
8 


ы += 0<: <b. Respuesta: HA т E 


31. Transformar, según la fórmula de Stokes, la integral f ydz+zdy+z da. 


Respuesta: — | { (соз .4-cos $ +-cos y) ds. 


Hallar las integrales curvilíneas directamente y con ayuda de la fórmu- 
la de Stokes: 
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32. { (u+2)dz+(=4+2)dy+(2+y) dz, donde L es una circunferencia 


202402412 =а?, 7+y+42=0. Respuesta: 0. 
33.  z#y3dz + dy + zdz, donde L es una circunferencia 2?4-y2=R, =0, 


nR? 


Respuesta: — 
Utilizando la fórmula de Ostrogradski, transformar las integrales de 
superficie en las de volumen: 
34. $ { (= cos a-y соз B+ 3 соз y) ds. Respuesta: $ 1f Saz dy dz. 
8 ў 
35. $ { (224 y24-22) (dy de + dz dz +dz dy). Respuesta: 
2 1 (=+y +=) dz dy dz. 
36. | | zy dz dy + yz dy dz +22 dz dz. Respuesta: 0. 
8 


дч ди ди 
37. 5 Фе dy dz + SE dz de + oz de dy. Respuesta: 


ðu ди, u 
$$ (A) de dy ds. 
У 
Usando la fórmula de Ostrogradski, calcular las siguientes integrales: 
38. | { (созе 4-у cos --= сов y) de, donde S es la superficie de un elip- 
soide =. Respuesta: &лаЬе. 
39. J (23 cos a+ y? сов 64-23 cos y) ds, donde 5 es la superficie de una 


estera 224 2-22. А2, Respuesta: Baro, 


40. [ { зау dz + y? dz dx42%dx dy, donde S es la superficie de un cono 


z? ya 


a aya 
Sr tirir 0<:<0). Respuesta: E 


2 
41. j zdy dz-+y dx dz +2 dz dy, donde 5 es la superficie de un cilindro 
224 yl =a, —H <s CH. Respuesta: Зла?Н. 
PE с (du, du du е 
42. Demostrar la identidad $ $ ( ) dd { qu ds, donde С 
D с 


зх + дуї 


es un contorno que limita el dominio D, y Ak, wna derivada siguiendo 


la normal exterior. 
Solución. 


$$ (9+9) л وا‎ de+X 9-5 [Y cos (s, =)-+ X sen (s, 2)] ds, 


donde (s, т) es el ángulo formado por la tangente al contorno C y el ejo Oz. 
Si designamos por (n, х) el ángulo formado por la normal y el eje Oz, 
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entonces sen = z)=cos (n, z), cos(s, z)=—sen(n, т). Por consiguiente, 
g ў (2 у) dedy= $ LY cos (n, 2) +-У sen (п, 2)] ds. Poniendo х- 5 
è 


Y=2, obtenemos: 


ду 
ў (2-2 + +) ач; ( соз (n, 2)+ 5 вер (п, ә) ds 


j ee) E 


La expresión = e se Пата operador de Laplace. 
43. Demostrar la entidad (así llamada fórmula de Green) 


$ f $ (vAu—uAv) dz dy 4: = $ $ b = 
y А 


donde и у v son funciones continuas que tienen derivadas continuas hasta el 
segundo orden en el dominio D. 
Los símbolos Au y Av significan: 


E E 
tata: Matt 


Estas expresiones se Патар operadores de Laplace en el espacio. 
ыйы i fórmula 


sy ан Ж) а-ин, уун, y)+Z008(n, 2) do 


pongamos que 
Хш и, 


Y = uy uv, 


Z=0— 
Entonces 


5х + para a Z o (иу + чушш) —и (ufe 05 01) =0u—udo, 


жаа, лаа y) +2 соз (п, 2) = 
=v (u; сов nz +u; соз ny +u; соз nz) — и (0; соз nz 4-0; соз ny +v; соз пг) = 
ди дь 


Por tanto, 


$ SS (vAu—uAv) dz dy dz= ÓN (e E 
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4А. Demostrar la identidad 
ди 
f {5 Au de dy da | $ Tao, 
Y с 

ди дш 
aya + z (operador de Laplace). 

Solución. En la fórmula de Green deducida en el ejemplo anterior ponga- 
mos v=1. Entonces Av=0 y obtenemos la identidad menciona 

45. Si u(z, y, 2) es una función armónica en cierto dominio, es decir, 
una función tal que en cualquier punto de este dominio satisface a la ecuación 
de Laplace 


u 
donde Au= зж + 


епіопсез 


donde о es una superficie cerrada. 


Solución. Se infiere directamente de la fórmula dada en el problema 44. 

46. Sea и (т, y, z) una función armónica en cierto dominio У y supongamos 

q en el dominio У se encuentra una esfera о con el centro en el punto 
(21, у» 21) y el radio А. Demostrar que 


1 
u (21 и, SÍ u do. 
Н 


Solución. Examinemos el dominio Q limitado por dos esferas о, о de 
radios А у р (p< R) con centros en el punto M (x,, yy, 21). Apliquemos a este 
dominio la fórmula de Green deducida en el problema 43, designando con u 
la función arriba indicada y соп о, la función 

1 
VEN Hu nE ` 
Realizando la derivación directa y sustitución nos сопуепсешоз que + 


дь | д%ъ Бы 
Ааа =0. Por consiguiente, 


пб) нео 


0+5 


рб) 200) 


в 


Е 
p=—= 
т 


En las superficies © y о la magnitud 1. es constante (+ у 2) у por eso- 
puode ser sacada fuera del signo de la integral. En virtud de la respuesta 
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obtenida en el problema 45, tenemos: 


1 ее ади . 1C _ 
A o FSS %=% 
Н Q 


Por tanto, 
ә (4: a) 
45 Rd s$ СО ы, 
рего, 
GA AA Ca а 
ón дг тї 
Por eso 
+ ио) { uLdo=0 
| ё 
SS «a= Y чао. (0 
z s 
Apliquemos el teorema de la media a la. integral del segundo miembros 
a (ш, ® 
Н ё 


donde и (Б, т, £) es el punto sobre la superficie de una esfera de radio p 
y Centro en el punto M (zs, yy #4). 
Hagamos que р tienda a cero; entonces и (E, т, {) > ш (т, уу, 21): 
1 4лр! 
р? {$ #6 р? 
в 
Por consiguiente, cuando р + 0, obtenemos: 


1 
+ Yu dor u (zn Yu 21) 4л. 


Luego, puesto que el primer miembro de |а igualdad (1) no depende de p, 
entonces para p— 0, obtenemos definitivamente: 


+ $ $ u do = Aru (ж, Ya 24) 
° 


u (2 yi a-pa $ $ nde 


